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1. NOCIONES PREVIAS 


El análisis matemático en sí mismo comienza con el estudio de los conjuntos de 
números reales y la noción de límite. 

Estos conceptos fundamentales no pueden presentarse sin recurrir a otros con- 
ceptos previos sobre conjuntos, cuantificadores, módulo, etc. Por ello es aconsejable 
que cualquier curso de análisis sea posterior a un curso elemental de álgebra donde 
se den las nociones de lógica simbólica, conjuntos, relaciones y estructuras, песева- 
rias para encarar una introducción al análisis en forma actualizada. 

Sin embargo, quienes inician este estudio no poseen generalmente los conoci- 
mientos indicados, sino que los reciben paralelamente. Por eso la primera parte de 
esto capitulo está destinada a una breve exposición de esos temas básicos, que 
serán utilizados en desarrollos posteriores y son indispensables para su compren- 
sión. Estos conceptos previos se darán en forma sintética. El lector puede recurrir 
hara ñu aclaración a otros textos que tratan dichos temas en forma detallada. 

А continuación de esos temas iniciales se presenta el conjunto de los números 
reales mediante su estructura axiomática. Es aconsejable dedicar atención especial 
Al axioma de continuidad o axioma del extremo superior, que será utilizado posterior- 
mente en varias demostraciones. 

El capítulo 3, donde se dan algunas normas generales para representar gráfi- 
camente funciones escalares, es solamente una guía para el tema. Recién después 
de haber finalizado el capítulo 7 puede completarse el gráfico de una función de 
Manera menos intuitiva. Sin embargo, es conveniente manejar desde el comienzo las 
representaciones gráficas, pues ayudan a interpretar conceptos abstractos funda- 
mentales, como límite y continuidad. 

Finalmente, se aconseja, en una primera lectura, dejar de lado algunos temas 
que pueden presentar dificultades al estudiante que recién se inicia en la materia. 
Esos temas han sido señalados en el texto con la marca 4. 

Comenzaremos el plan propuesto dando algunos elementos de lógica matemá- 
lica o simbólica. 


1. Lógica simbólica 


La matemática exige en cualquiera de sus ramas un lenguaje claro y preciso. 
| stas virtudes las proporciona la lógica matemática o simbólica, que da a cada ex- 
prosión un significado exacto y a cada simbolo una interpretación sin ambigüedades. 


Una manera sencilla de introducir el lenguaje lógico es proporcionada por el cál- 
culo de proposiciones o cálculo proposicional. | ; 

Proposición es toda expresión acerca de la cual tiene sentido decir si es verda- 
dera o falsa. 


“3 es número entero”, 
“el diamante es una flor", 


son dos proposiciones. La primera es verdadera y la segunda falsa. 
La expresión "x es número par", en cambio, no es una proposición, pues no 
puede afirmarse, con sentido, su verdad o falsedad. 


A partir de las dos proposiciones consideradas pueden obtenerse otras. 
Por ejemplo: 


p ! A 08 número par” es una proposición verdadera. 
9 | "Bahía es capital de Brasil" es falsa. 
ч Bu conjunción paq : “4 1 Ї 
Боти рла : “4 es número par y Bahía es capital de Brasil” es 


“3 es número entero y el diamante es una flor”, 
"3 es número entero о el diamante es una flor", 
“si 3 es número entero, entonces el diamante es una flor”. 


Г Diayunción 


Pv q (poq) es una proposición falsa únicamente si p y q son ambas falsas 

Estas nuevas proposiciones se obtienen vinculando las iniciales mediante las | 

palabras y, o, si - entonces,. . ., etc. En lógica esta conexión se hace definiendo ope- 
raciones entre proposiciones. | 

Como la cuestión fundamental es saber si la proposición resultante es verdadera 

о falsa para cada valor de verdad de las proposiciones componentes, se suelen re- 

presentar las proposiciones mediante letras minúsculas: р, д, г, S, . . . Y se dan tablas 

que proporcionan la información necesaria. Estas tablas se llaman tablas de verdad e 

indican si el resultado de la operación es una proposición verdadera o falsa. 


Operaciones del cálculo proposicional hablan” өв una proposición falsa. 


par" en verdadera. 


1. Negación P v Q! "Las mariposas hablan o 4 es número par" es 


~р (по p) es una proposición falsa si p es verdadera, y verdadera si p es falsa 
Abreviando verdadera con V y falsa con F, se obtiene la tabla siguiente, que 


define la operación indicada: aedis 
M 4 (p6q) es verdadera sol i 
" њу р Хард amente si una de sus componentes es verdade- 
"1^ ats 
FIV 


Ejemplo 


p : "el diamante es una flor" es una proposición falsa. 


Luego, su negación ~ р: “el diamante no es una flor" es verdadera. Ejemplo 


2. Conjunción 


. 


р ; 18) número par” es verdadera. 

q : "Lima es capital de Perú” es verdadera 

In onto сазо, p vq: | 
MM lataro do una di 


p ^ а (ру a) es una proposición verdadera únicamente si p y q son amba 
verdaderas. “4 es nümero par ó Li, j 
ma y 
Syunción exclusiva. es capital de Perú” es falsa 


5. Implicación 


р = q (sip, entonces q) o (p implica q) o (q s! p) es una proposición falsa sola- 
mente cuando p es verdadera y q es falsa. 


p es el ar:ecedente de la implicación y q ө! consecuente. 


р = q 
condición condición 
suficiente necesaria 


Ejemplo m 
р : “5 es número negativo” es falsa. 
q : “el ruiseñor es un árbol” es falsa. 


Luego, la implicación p — а: 
es un árbol” es verdadera. 


6. Doble implicación 


i 2 і osición verdadera solamente si р y 
si y sólo si q) es una prop је! хир 

mee sii аа valor de verdad. Es decir, si ambas propra oo son falsas 
daderas simultáneamente, lo que las hace lógicamente equivalentes. 


peq 


Ejemplo | 
Эс p : "в es número impar" os falsa. 
q : “4 es número negativo" es falsa. 


La proposición р <> q : "86s número impar si y sólo si 4 es número negati 

verdadera. M 
š Las proposiciones compuestas obtenidas pueden volver a combina 
formar nuevas proposiciones.* 


Ó 5, 5 п de preemi 
* Nota: al utilizar los símbolos de las operaciones lógicas, se establece m ря ies ds 
: КҮ: los mismos, al igual que sucede con los simbolos de la aritmética, р rh 
id Ч => . 5 т 39 2 M 
үз чы de paréntesis. La convención indica que «> 05 más fuerte que 


AV 


fuerte que "A" уу. 


| ión: par 
emplo, la expresión: p > s = q v r > 
шан significa: (р = 5) = [q мт = (p^ r)]. 


 —— OOO 


“si 5 es número negativo, entonces el ruiseñor 


Entre las operaciones indicadas tiene especial importancia la implicación, que 
арагесе continuamente en el enunciado de propiedades y teoremas. 


Consideremos, como caso particular, la negación de una implicación, que se 
utilizará varias veces en este libro. 


—(p >q) = рл-4 


Por lo tanto, la negación de una implicación es lógicamente equivalente a la 
conjunción entre el antecedente de la implicación y la negación del consecuenté. 

Por ejemplo, la negación de la proposición: "si las rectas a y b son paralelas, 
entonces los ángulos alternos son iguales”, está dada por la proposición: “las rectas 
A y b son paralelas y los ángulos alternos no son iguales”. 


Interesa conocer ciertas implicaciones asociadas a la implicación p = q, que 
llamaremos implicación directa. . 


q = p es la implicación recíproca. 
~P = ~q es la implicación contraria. 
~q = ~p es Іа implicación contrarreciproca. 
Ejemplo 


Consideremos las siguientes proposiciones: 
р: ABC es un triángulo equilátero, 
q : ABC es un triángulo isósceles. 


Implicación directa: si ABC es un triángulo equilátero, entonces ABC es un trián- 
gulo isósceles. 


Implicación recíproca: si ABC es un triángulo isósceles, entonces ABC es un 
triángulo equilátero. 


Implicación contraria: si ABC no es un triángulo equilátero, entonces ABC no es 
un triángulo isósceles. 


Implicación contrarreciproca: si ABC no es un triángulo isósceles, entonces ABC 
ПО 68 un triángulo equilátero. 
Para facilitar algunas demostraciones, se 


puede probar que cualquier implica- 
ción es equivalente a su contrarrecíproca: i 


ээ q — ~4 => ~p 


е 


Cuantificadores 


Como ya se ha visto, la expresión “x es número par” no es una proposición, pero 
se transforma en proposición si se reemplaza x por un número. Dicha expresión 
recibe el nombre de función proposicional de una variable. 

Una función proposicional puede transformarse en proposición verdadera para 
algunos valores de la variable, para todos o para ninguno. Es conveniente disponer 
de algunos símbolos que denoten esas posibilidades. 

Si la función proposicional 80 convierte en proposición verdadera para todo valor 
de la variable, corresponde indicarlo anteponiendo el cuantificador universal, que se 
simboliza V y se lee “para todo" o "para cualquier”. 

Vx: x es mortal, significa que para cualquier valor significativo de x, la propo- 
sición que se obtiene es verdadera. 

Si se quiere indicar que la función proposicional se transforma en proposición 
verdadera para algún valor de x por lo menos, se antepone el cuantificador exis- 
tencial, que se simboliza 3 y se lee "existe", y significa que "existe por lo menos 


" 


uno”, 


3x/x es rombo, se lee "existe х tal que x es rombo”, y significa que por lo 
menos hay una sustitución de x que transforma a la función proposicional en pro- 
posición verdadera. 

Puede deducirse fácilmente, por su mera significación lógica, la negación de los 
cuantificadores mencionados. i 

Para negar que una propiedad es universal basta encontrar un caso en que sea 
falsa, es decir, exhibir un contraejemplo. En efecto, para negar, por ejemplo, que 
todos los números enteros son pares, basta indicar que existe un número entero que 
no es par, como el número 5. 

Es decir: -[Vx: p(x)] = Эх / —p(x) 

Análogamente, sı se quiere negar que una propiedad es válida para algún x, 
дебе probarse que es falsa para todo х. 

O sea, -|Эх/р(х)| e» vx: p(x). 


EJERCICIOS 


1) Hacer tablas de verdad para las sigulentes leyes lógicas: 
a) paq «ә длр а) pvqe»qvp 
b) (p^q)^re» рл (алт) b) (ру 9) угеру (q v r) 
c) рл(Чу!) æ (рл) у (рлг) 0) pv(qan < (ру 9) ^ (руг) 
d) ре» -(-р) 0) (p= q) A (p= r) e (p= алт) 


2) Hacer tablas do verdad para las siguientes leyes lógicas: 
a) (p^q)e» pv q €) (р-эа)л(4-э:) = (pr) 
b) -(pvq) => рл q d рл(р-эа) = q 
e) -4л(рээа) > p ) рл(руд)= q 


3) Hacer tablas de verdad para las siguiontes leyes lógicas, correspondientes a 
distintas formas del principio de reducción al absurdo: 
a) PA(q=>ora=r)=>q с) рл (рл q=>s)ja(pa-q>-=s) > 
b) p^ ~q => -~P сэр-эа d) (p= qA q) = ~p 


Negar las siguientes expresiones: 
‚ а) Vx€ R: ЗуєВ/х-у 

b) Ух: (x€ R = x€ О) 

e) (а =ә -p) л (pv-n 


с) Vx: р(х) ^ Зу/ a(y) 
d) IxEN/x+1 5x 
f) (pv—q) = (q^~r) 
5) Indicar si la información dada alcanza para dar el valor de verdad de cada una de 
las siguientes proposiciones compuestas: 


а) *pvq = (p^ -9 Е 
ка” ло 
p^r —p v (r^ 5) r | 
=(ф(»әдлрлал ~P ваа! 

e) р-эа) л (-ргэ Чу?) pvq es 


6) Simplificar las siguientes proposiciones: 
а) —[-(p= q) v (paq) 
b) [pr a) v ~a] v (p^ —p A -9 
c) [p v(a^ —p)] ^ [pv —(q A p)] 
d) -(-рл-а) л (—p= ~9) 


II. Conjuntos 


” es un término que no se define. Los conjuntos se designan xin 
C, etc., y se indica cuáles son los elementos que perte- 
i t por extensión, es decir, 


“Conjunto А 
ralmente con las letras A, В, 
necen a cada conjunto. Esto puede hacerse en algunos casos 
enumerando los elementos del ре, ша 

j : == : B ЭН а, , ` 
Por ejemplo: А = {0,1,2,3}; | | e : 
-0 ын шог indicando alguna propiedad que permite decidir cuáles so 
junto. 
lementos que pertenecen al conjun | 
х ex Sepia: С = (x/xes un número entero ^ 0 = x = 3}; 
D = !x / xes un ser humano]. 
5 i junto А. 
Obsérvese que C es el mismo conjun | | 
Si un conjunto no tiene elementos, se lo designa con el símbolo ф y 5 
conjunto vacío. | : | 
Consideremos los siguientes conjuntos: 


e lo llama 


^ 2 22 5 
A = [x / x es número real ^ x“+1 = 0}; 
В-їх/х-0лх--3 I К 
Estos conjuntos carecen de elementos y por lo tanto son vacios. Pongam 
A E Ф у 8 E 92 3 - А ^u m = 
Puedo probarse que existe un conjunto vacío untco, y, por ello, $, Ф, Ф 
ф es el conjunto vacío. 7 | |! | " 
i ЕЕ se pueden vincular entre sí mediante relaciones о pueden gene 
nuevos conjuntos mediante operaciones o leyes de composición. NS 
Consideramos en primer lugar una relación entre conjuntos llama : 


Inclusión | "> ? хос | 

El conjunto A está incluido en el conjunto В si y sólo si se verifica que cada e | 

mento do A pertenece а B. Se lo indica A c B (que se lee A incluido en B). 
ACB «э Vx: x€ A > x € B) 


A T ї ыа, 
“ 


Ejemplo 


Si A = {0,3,4,1} y B = (0,1,2,3,4), entonces АС B. 
Con la definición anterior puede probarse fácilmente que el conjunto vacío está 
-incluido en cualquier conjunto. 
Es decir, VA: ф C A. 
En efecto, ó$ C A сэ Vx: (x€ $ = x€ A), y esta implicación es verdadera 
por tener antecedente falso. ` 
Dado un conjunto cualquiera A, si A tiene n elementos es posible encontrar 2" 
conjuntos incluidos en él. Cada uno de estos conjuntos recibe el nombre de subcon- 
junto de A o parte de A. 
Porejemplo,si A = {0,3,4}, 
A, = $, А (0), As = (3), A, = (4], 
А. = [03], А = [04], А; = (3,4), A, = 10,3,4) 
son las partes de А. 


El conjunto cuyos elementos son las partes de A se llama potencial de А о con- 
junto de partes de A y se designa PA. 


En el ejemplo dado, P, = LA, A, Ay As Ap Ap Ay Apt, 


Igualdad de conjuntos 


La inclusión de conjuntos es una relación antisimétrica, porque verifica la sl- 
guiente propiedad: АСВ л ВС А > А = В. 

Esta propiedad permite considerar Іа igualdad de conjuntos de la siguiente ma- 
nera: dos conjuntos son iguales si y sólo si cada uno de ellos está incluido en el otro. 
Osea, A=B = АСВ ^ ВСА. 

Es decir, en cualquier caso en que se deba demostrar la igualdad de dos con- 
juntos debe probarse la doble inclusión, lo que equivale a probar que ambos.con- 
juntos tienen los mismos elementos. 


Definiremos ahora algunas operaciones usuales entre conjuntos, 


Unión 


La unión de A y B es el conjunto formado por los elementos de A o de B o de am- 


bos conjuntos. Se lo designa А U В (que se lee A unión B). 
Osea, AUB = (x/xeA v x€B). 


Ejemplo 

SiA = {0,1,2} y В = (0,1,3,4), entonces AUB = (0,1,2,3,4). 
Intersección 

La intersección de A y B es el conjunto formado por los elementos comunes а 


ambos. Se lo designa A r? В (que se lee A intersección B). 
Osea, An B = {х/хєА ^ x€ B). 


Ejemplo 
Si A = {0,1,2} y B = (0,1,3,4), entonces AnB = (0,1). 


Diferencia 


La diferencia A menos B (o complemento de B respecto de A) 
formado por los elementos de A que no pertenecen a B. 


A-B = {х/хєА л x£ B). 


es el conjunto 


Ejemplo 


Si A = {a,b,c,d} y B = la,c), entonces A- B = (b.d). 


Complementación 


Al estudiar una teoría determinada, se II 
conjunto formado con todos los elementos a 
se lo designa U. 

Si A es un conj 
U- A. 

Es decir, Ca (complemento de A) = U- A. 


ama conjunto universal o relerencialal 
que se refiere la misma. Generalmente 


unto cualquiera, se llama complemento de A a la diferencia 


Es común designar А al complemento del conjunto А, оѕеа, А = С 


H . + A 
junto universal al conjunto de los números reales 


Producto cartesiano 


Al definir un conjunto no se consider 

junto (a,b) es idéntico al {b,a}. 

хо Algunas veces interesan especialmente conjuntos en que los elementosse con. 
ideran ordenadamente, como las cuplas o pares ordenados. 


El conjunto (a;b) se llama i 
; раг огаепаао у ве ае! í: (ар) = 
Puede probarse que (a;b) = (cid) > а = : ^b x ace tan, a 


. ч la primera componente del par y b la segunda. 
Ун кү cartesiano de A por B es el conjunto de todos los pares ordenados 
ya primera componente pertenece a A y cuya segunda componente pertenece a B 


a un orden entre sus elementos. Asi, el con. 


АхВ- (ху)/хєАлуєв} 


Si A = {0,1,2} y B = (34), 
АхВ = {(0:3),(0;4),(1:3),(1:4),(2;3),(2;4)}, 
А2 = AxA = 1(0:0.0:1)(0:2),01:0,(1:1).:2),(2:0),(2:1),2:2). 
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Болж MEE оаа A 


B x A = ((8:0),(3:1),8:2),4:0),(4:1),4:2)]- 
B? = B x B = {(3;3),(3;4),(4:3).(4:4)}. 
Obsérvese que, en general, Ax B + BxA. 


Relaciones binarias 
Interesan muy especialmente los subconjuntos del producto cartesiano, pues 
dados dos conjuntos A y B, cada subconjunto del producto cartesiano A x B esta- 
blece una relación entre los elementos de ambos conjuntos. 
Una relación binaria entre los elementos de A y B es, entonces, cualquier con- 
junto incluido en su producto cartesiano. 
R relación A en В сэ RCAXB 


Análogamente, se dice que R es una relación binaria definida en el conjunto 
A si es un conjunto incluido en A x A, о sea, si es un subconjunto o una parte de 
АХА. 

R relación en А сэ RCA?. 


al conjunto formado por las primeras compo- 
la relación. Recorrido es el conjunto forma- 


Se llama dominio de una relación 
que pertenecen a la relación. 


nentes de los pares que pertenecen a 
do por las segundas componentes de los pares 


= (0,1,8,6,3,2) 
y R= ((0:1),(0:8),(0:6),(1:8),(1:6)) una relación definida en A. 
- Dominio de Җ es el conjunto (0,1) y recorrido de R es el conjunto 11,8,6). 
Además, como el par (0;1) pertenece a R, 1 es una imagen de 0 en la relación 
R 8 es otra imagen de O, etc. Es decir, si el p 


una imagen de x en la relación R. 


Si ез una relación binaria de А en | 
designa RT ala relación de B en A formada de la siguiente manera: 


Q^ = (y) KVER} 


Inmediatamente resulta: 
Dominio R = Recorrido R”* л Recorrido R= Dominio R””. 


Ejemplo 


Sea A = (авс y R= [(a:a),(b:0).(c:a)). 
La relación inversa es Qc {(а;а), (с), (а:о)). 


EJERCICIOS 
1) Hallar unión, intersección, diferencias y productos cartesianos de: 
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ar (х;у) pertenece a la relación R, y es 


B, se llama relación inversa de Ry se 


a) A = (0,1, 
E i ee ad die 
c) A = {5,23} : x шэн 


2) Dar todos los subconjuntos de: 


a) A = {0,1,2} 
b) B {a,b,c,d} 
с) М =((0:1),(1:0).(1:1)) 
3) Dar todas las relaciones posibles en A = {аЬ} 


4) Indicar domini 
ominio y recorri 
: rrido 4 quA. 
en el conjunto de los nümeros сг. Siguientes relaciones definidas 


a) R ((0:0),(0;1),(2;1),(1:0 
b) Хо кл 
IR” = (VB (V/2: VB) (V 5; 3) 


Siendo A = (-4 
is = (-4,-3,-2, v 
siguiente condición: 1,0,1,2,3,4), exhibir la relación R definida en A por | 

por la 


lI 


II 


| 


5 


32 


(ab)e R=>a€A л ben л atb=5 
Dar R`’, | 


6) Indicar domini 
lO y гесоггїй 
R. Graficarlas O de cada una de las siguientes relaciones definid 
тааѕ en 


a) x Ry с х? «y? 

y -9 
b) x R y > 4x? +9y? = 36 
c) XR y < x°-4y2 = 1 
d) x R y = 9y? -16x? = 25 


III. El número real 


Dedekind 
ход y Cantor llege : 
distintos. Dedekind шанг al número real por métodos equi 
y Cantor mediante clases 9 cortaduras en el conjunto de Mid cu y caminos 
е equivalencia formadas con n numeros racionales 
esiones conver à 
gentes 


ricos mencionados: 
i Os: N para el conj 
ci : 
de racionales y R para el conjunto de los números nat 
conjunto de los números шүгэл Z para el de enteros, О Bard 
š , гае 


i ‚сае probarse 
j ї ales. En especial p: 
( i to de los números re al 
nocidas del conjun ( си 2 | 
Е estructura de cuerpo led 2100 еп 
2 ntan algunas « a а саси д 
mbos métodos ргеве n algı i Шинэ | 
К do а al análisis, considerar 3 m M en eos ка 
s i de adición plz 
| iti a las operaciones 
los reales positivos y ) : | _ 
` primitivos que satisfacen ciertos е — M €— d campo 
i ueden clasifi 
Estos axiomas se p 
ordenado y continuo. 


| E nem i ) R c elementos se de 
, 3 з 


definir еп R dos 
: e puecen si 

s, además, que s inamos adición y 
; y reales. Consideramos, a enominam 

nominan E E de composición binarias, a las cuales d 

operaciones o compo 


1 m n 108 sigulen- 
t " * " um а! а си р!е ! 
multiplicación simbolizadas, respectivamen e, y , 


tes axiomas: 


A,) Propiedad del cierre 


m de dos número reale n numero re ye producto de dos núme OS 


-be В). 
Osea, VaVb (a€ R л beR = atbeRa a-be F) 


iplicació internas en R. 
Es decir, la adición y la multiplicación son leyes i 


А,) Propiedad conmutativa e 
e = -а 
-Vae R VbeR:(a+b = b+a ^a b 


Аз) Propiedad asociativa 


- 


УасВУ -5)-с = a- (6: с)] 
є be R Vce R:[(a+b)+c = a+(b+c) л (а: b): c a-(t 
a ; 


A,) Existencia de elemento neutro 
4 


30€R/Va€R:a+0 
З1ЄВ/УасВ:а-1 


а 
а 


А.) Existencia de elemento simétrico 
5 


m = 0 
€ R: 3(—a) € R/a+( a) Mie 
Vas 40 За'єВ/а:а ` 


A.) Propiedad distributiva TR 
Vae В Vbe В vceR:a:(b+c) = a-b 


2. Axiomas de orden 


D 
, 


el de nümero real "positivo". 
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Que el conjunto de los 


О,) Tricotomía 


Va: (ae R >a=0y aer? Y--a€ R°) 


О,) Propiedad del cierre 


‚ ducto también. | 
| ҮЗҮВСВӨЄН”- БЕН” аг нэ 
+ y : Son leyes internas еп Н”. Š 
xiomas anteriores permiten ordenar los elementos de R. Para ello pue- 
e la siguiente definición de la relación de “mayor”, simbolizada “>”: 
a >b c» a+(-b)e R*. | 
Puede probarse que “ > ” es una relación de orden estricto total en R, pues 
cumple las siguientes propiedades: 
1) asimétrica: 
2) transitiva: 
3) lineal: 


A a:beR*) 
Es decir, 


de introducirs 


VaVb: (a>b =» b z a); 
` VaVbvc: (a>b A 
VaVb: (a # b' — a. 


Se define luego la relación “menor”, si 


b>c > a > c); 
>b v b>a). 


mbolizada “<”: 


a<cbsob>a 
También puede definirse en R 


la relación de “mayor o igual”, simbolizada “ = 
de la siguiente manera: d 


Puede probarse que es 


ta relación “>” esu 
en Н, pues cumple las sigui 


na relación de orden amplio total 
entes propiedades: 

1) reflexiva: va: a> a; 

2) antisimétrica: ү 
3) transitiva; ; 
4) lineal. 


aVb: (a=b A b=a = a= b); 


` Con los dos gr 


Upos de axiomas anteriores рі 
piedades aritmética 


s púeden demostrarse todas las pro- 


propiedades elemental 


3. Axioma de continuidad 


Este axioma caracteriza especialme 


nte al conjunto de los números reales, ya 
Números racionales también constituye un cuerpo ordenado. 
Orresponde ааг, previamente, las definiciones de cotas y extremos de conjun- 
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tos ordenados, pues el ахота de continuidad se refiere especialmente a conjun- 
tos acotados. 


Cota superior 


k es una cota superior de un conjunto C de números reales si y sólo si k es un 
número real que no es superado por ningún elemento del conjunto. 

O sea, К cota superior de C сэ Vx: (x€ C = x = k). 

Un conjunto está acotado superiormente si y sólo si tiene una cota superior, 

Por ejemplo, el conjunto de los números reales negativos R^ está acotado supe- 
riormente, ya que cualquier número no negativo es una cota superior para dicho 
conjunto. 

Obsérvese que si un conjunto tiene una cota superior, tiene infinitas cotas supe- 
riores. En el ejemplo anterior, el número 0 es una cota para el conjunto de los núme- 
ros negativos, pues si x es cualquier número negativo, resulta x < 0. Es obvio que 
cualquier número real a > O es también una cota para el conjunto R7, pues si 
x < 0 y O < a, entonces x < a. 

El conjunto de los números reales no está acotado superiormente, pues para 
cualquier nümero real k siempre es posible encontrar otro nümero real x, tal que 
x > К. 


Supremo (extremo superior o cota superior minima) 


s es el supremo de un conjunto C de números reales si y sólo 81: 
1) s es una cota superior de С 
A 

2) Si k es cualquier cota superior de C, entonces s < k. 

Para el conjunto R7, de los números reales negativos, O es el supremo, pues 
es la menor cota superior. 

Puede probarse, utilizando la definición, que el supremo de ún conjunto, si exis- 
te, es único. 


En efecto, sean k, y k, supremos del conjunto C. 

Consideramos, en primer lugar, que k, es supremo y k,, por вөг supremo, өз 
también cota superior. : 

Luego, como el supremo es la menor cota superior, resulta k, s LT 

Análogamente, por ser k; supremo y k, cota superior, es k, 5 К. 

Por antisimetría, k, = k, ^ k; = k, = k, =К;. O sea, que el supremo es 
único. 

También puede probarse la unicidad por reducción al absurdo. Para ello, sea k, 
un supremo del conjunto C y k, otro. Si son números reales distintos, suponemos, sin 
perder generalidad, k, < k, (1). 


Como k, es supremo, también es cota superior. Además, k,, por ser supremo, 
es.la menor cota superior. Luego, k, = k,, lo que contradice (1) y prueba la uni- 
cidad del supremo. 

El supremo de un conjunto acotado superiormente puede pertenecer o no al 
conjunto. 
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En el caso del conjunto R=, f 


f orr lado por OS nur eros re r - 
| ! | | ales egativos, el su 
4 


En cambio, si i 
‚ SI Se considera el coni 
D un 1 
premo también es 0, pero, en est шунан с 


| е са50, репепесе | 
| , al 
Si se consideran los conjuntos siguientes: iS 


Positivos, el su- 


А =(x/xEeR A 2<x< 5) y 

В = {х/хєВ л 2<x=<5) 

ambos conjuntos están ў 
acotad 

mero 5. Рего 56 A y, bic 


š 


Superiormente 


: el вирг 
d EN EE y premo para ambos es el nú- 


юэ шы 2 numeros reales tien 
El comino de las Е хаш 
Ёл edo мол negativos no tiene, por lo tanto máxi 
| баран шаа шанда positivos tiene como máximo al ш 5 
Ёс conjunto para cota inferior, extremo inferior y míni ) 
Es decir, h es cota inferior d : " 


: el conj / 
numero real que по Supera a nin шэг ооо 


gún elemento de A. 
O sea, h cota inferior de A => Vx: ( 


eales si y sólo si es un 


S cota Ir Y r q q : 
Or , cual шег r \итего еа! menor uen tambiér 1es cota Ir Мег lOr 


/пїїто, e inferi 
‚ extremo inferior o cota inferior máxima es la mayor cot 
à ; | cota inferior. 
S decir, К es el ínfimo del conjunto A si y sólo si: i 
1) k es cota inferior de A, y | 
2) Vk': (k' cota inferior de A > k: < k) 


Consideremos los Siguientes conjuntos: 


А = Ix/xeR A x» б} 
B Ix/x€ R ^ x20 


— ээг сл E 


А = {х/хЄҢ л 0<x< 5) 
А 


—— H  nrF VT,HW— p 


0 5 


0, 1, N 2,etc., son cotas inferiores de A. 0 es el ínfimo y es mínimo, 

5, 6, 7, etc., son cotas superiores de A y 5 es el supremo, pero no es máximo. 

El conjunto A es un conjunto acotado. 

Se llama conjunto mayorante de un conjunto al conjunto de todas sus cotas 
superiores, y conjunto minorante al conjunto de todas sus cotas inferiores. 

En el ejemplo anterior, conjunto mayorante de A = {х/х > 5) y conjunto mino- 
rante = [x/x = 0). 

Obsérvese que el conjunto vacío es un conjunto acotado, pues cualquier nú- 
mero real satisface la definición de cota superior para ф y también la de cota in- 
ferior. 

O sea, mayorante de ó = minorante de ó = R. 

Por lo tanto, a pesar de estar acotado, el conjunto vacío no tiene supremo ni 
ínfimo. 


C ,) Axioma de continuidad 


Si un conjunto no vacío de números reales está acotado superiormente, enton- 
ces tiene supremo. 

Es decir, cualquier conjunto no vacío de números reales que admite una cota 
superior tiene una cota superior mínima que es también un número real. 

Esta propiedad, característica del conjunto de los números reales, no se veri- 
fica para el conjunto de los números racionales. En efecto, existen conjuntos de 
números racionales acotados superiormente, cuyo supremo no es un número ra- 
cional. I 

Para probarlo, es decir, para demostrar que el axioma de continuidad no es 
válido para el conjunto Q de los números racionales, basta encontrar un caso en 
que no se verifique, es decir, un contraejemplo. 

Sea A el conjunto formado por todos los números racionales negativos, el cero 
y los racionales positivos cuyo cuadrado es menor o Igual que 2. 

Es decir, 


A Ix/x€Q ^ (x= 0 v X° = 2)) 


Este conjunto no es vacío y está acotado superiormente por cualquier número 
racional positivo cuyo cuadrado sea mayor que 2. 


El supremo de este conjunto А debería ser un número cuyo cuadrado es igual 
a 2, o sea, v 2, que no es número racional. Luego, А no tiene supremo en Q. 

Consideremos el conjunto 3, definido por la misma regla que definió al conjun- 
to A, pero cuyos elementos son números reales: 
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В = [x/x€ R A (x < 0 v x° x2) 


B 


———9——————— 


0 1 v2 2 


| El supremo del conjunto B es V2, que es un número real. Luego, el conjunto 
B tiene supremo en R. ! 


i Utilizando el axioma C, se puede demostrar que si un conjunto no vacío de 
números reales está acotado inferiormente, entonces tiene ínfimo. 


De los tres grupos de axiomas mencionados se deducen todas las propieda- 
des que interesan del conjunto R. 


Tiene especial aplicación, en análisis, е! concepto de valor absoluto de un nú- 
mero real y sus propiedades. 
| Valor absoluto 


| Definición 


Se Тата valor absoluto o módulo de un número real al mismo número si es 
positivo o cero, y a su opuesto si es negativo. 


asia > 
Es decir, la] = | j nid 
-asia< 0 
. De acuerdo con la definición: (5| = 5, |- 3| = -(- 3) = 3. Por lo tanto, el mó- 
dulo de un número real es siempre un número no negativo. 
Teoremas Ч 
1. Va: (а#0 = la > 0) 
2. Va: (lal = |- aj) 
3. Va: (-jajs as lal) 
4. VaVb: (lab| = |а| |Ы) 
5. VK>0 Vx: (|х| xk e» -k = x = k) 
6. Vk> 0 Vx (x|=k=x=k v x = -k` 
7. Vavb: (|а+ь| = |a|+|b) (desigualdad triangular) 
8. Упє М Va, ER: (la, + a,+...+a,] = |а,|+|а„|+...+|а,|) 
9. VaVb: (la|-ibj = la-bl) 2 
10. Vavb: (Ja b| = |la|- li) 


Los teoremas anteriores y otros similares se demuestran aplicando directamen- 
te la definición de módulo. Como esa definición consta de dos proposiciones, con- 


* En el teorema 5, la proposición —k « i i 
3 : —k =< x < kes equivalente а la siguiente junció 
proposiciones: -К < x л х = k. : dd dE 


a el teorema 6, en cambio, no debe utilizarse la expresión —К = x = k, pues no es 
equivalente a la disyunción -k = x y x > k, ya que el simbolismo indicado sólo se acepta 


para reemplazar una conjunción de proposiciones. 
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m general mente desdoblar la demostración de cada teorema, considerando cada 


0880 separadamoento. | 
Probaremos, como guía para este tipo de demostraciones, los teoremas 5, 7 


y 8, cuyo uso es muy frecuente. 
Teorema 5 
Vk > 0 Vx (|х| ke -k = x = k) 
Demostración : 
Primera parte: 
X| Sk = -ksxsk 


Consideramos dos casos, según х sea о no negativo. 


a) х<0 
Por definición de módulo: х<0 = |x| = —x. 
Por propiedades de Н: x«0-x«-x 
Luego, es: x < lx]... 


Como por hipótesis es |х| = k, resulta x = k. 
Además, -x = | Sk = -k=X. 
Luego,x=k ^ ~k s x, que es la tesis. 


b) х=0 
Por definición de módulo: x = 0 = |x| = х. 
Si reemplazamos | x| por x en la hipótesis, queda: x = k. 
Por propiedades de R: x = 0 = -Xx = Х. 
Por transitividad: -x x X ^ х=К = —x = k. 
Por propiedades de R: -x = k e -k < x. 
Por lo tanto, x < k ^ -k < х, que es la tesis. 


Segunda parte: 
ksx<k => || =< k 
Consideramos tambión dos casos: 

a) x< 0 

Por definición de módulo: x < 0 = |x| = -x. | ; : 

Si en la desigualdad de la hipótesis reemplazamos en el primer miembro X 
por - |х|, resulta -k = – |х|. 

Luego, es |х| < k. 


b) x= 0 
Por definición de módulo: x = 0 =: |x| = x. 
Como por hipótesis es x = k, resulta |x| = К. 

Este teorema permite completar la consideración de conjuntos acotados. 

En efecto, si un conjunto C es tal que Vx € C: |x| = k, el conjunto C está aco- 
tado pues resulta -k = x = k y, por definición de cotas, —К es una cota inferior y 
k es una cota superior del conjunto considerado. | 

Por otra parte, si un conjunto А está acotado, puede probarse que existe ип 
número positivo k tal que Ух: (x € А = | = k). : 

Por ejemplo, sea А = {х/ 1 =х = 5). 
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| | En este caso, también —5 es una cota inferior y resulta —5 = x < 5. Luego, 
x| < 5. 


Si se considera В = {х/-4=х = —1}, resulta también x < 4, por lo cual 
4 es cota superior del conjunto В y, por lo tanto, Vx: (x€ B = |х| = 4). 


O sea, si es a< x =b y k es el número máximo entre |а| y |b|, entonces 
resulta |x| 5 | 


Por lo tanto, puede probarse fácilmente la siguiente propiedad: 


C es un conjunto acotado si y sólo si existe un número real k > 0 tal que 
Vx: (x€ C = |х| = k). 


Teorema 7 
VaVb: |а+Ы = |а| + |Ы 
Demostración 
Por el teorema 3, es: 
—la] <a = la] .a -jbj = b = bi. 
Si se suman miembro a miembro las relaciones anteriores, resulta: 
-ja| – b| < a+b = |а| + |Ы. 


Pero, = (lal + |Ы) < a+b s |a| + [Ы => la*b| = |а| + |Ы, por el teorema 5. 
La propiedad anterior se generaliza para cualquier número de sumandos. Para la 
demostración. en este caso general debe utilizarse el principio de inducción com- 


pleta, que es el siguiente: Sea p(n) una proposición asociada a cada número natural 
n, que puede ser verdadera o falsa. Si se cumple: 


1) p(1) es verdadera 


2) p(k) verdadera implica que p(k + 1) también es verdadera, cualquiera sea 
el número natural k, 


entonces р(п) es verdadera para todo número natural. 
Teorema 8 
Уп є М Va, ER: la, +a,+...+a,] = la,] + |а, +... + ја, | 
Demostración por inducción 
Sea p(n) la expresión: |a, +a,+...+a,] = ja,| + а, е |а! 
1) p(1) es verdadera pues |а, | = la, |. 


2) УК: (p(k) verdadera = р(к+1) verdadera). 


En efecto: 
la, га, + ...+a,+a,,,1 = Ќа, +а,+...+а,) +а,. || 

y (а, та, ...+a) за, | = la +a,+...+a,] + [а,.,| por teorema 7. 
Además, 

5 ын на, +...+а [+ la. = "la| + la,| +... + Ja, + la,.,] por ser verdade- 


Por transitividad, queda la tesis. Es decir, el teorema se ha demostrado por in- 


ducción completa para cualquier número de sumandos. 
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Obsórvese que el principio de inducción completa es un recurso que permite 
probar propledades válidas para cualquier número natural n. 


Observación importante 


Si a>0 уа es el símbolo que designa d la raíz cuadrada psa del nú- 
mero a. 


Obsérvese además 2 M b? noes necesariamente igual al número b, pues 


puede probarse que “Vb = |Ы. ; | ; 
Por lo tanto, si 0-0, es Vb pe —b, y en este caso ndice y 


exponente no pueden cancelarse, pues Vb p? -b = b. 
El lector debe familiarizarse con la idea "T que el símbolo —b representa un 
nümero positivo si b es negativo. 


EJERCICIOS 


1) Demostrar las siguientes propiedades de los números gates: 


a) a+c =b+c = a=b 

b) a-c=b:c = a=b si с+ 0 
c) а-0-0 

4) а-(-0) = -4а-0) 

e | (—а)-(—Ь) = 


2) Demostrar los teoremas 1, 2, 3, 4, 6, 9 y 10 de Valor absoluto. 
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X= МУ. 


Demostrar por inducción completa que: .. 


a) Vn: (a-b?) es divisible por (a+b) 
b) Уп: (a^—b^) es divisible por (a—b) 
с) Уп:-(а2 1021) es divisible por (a+b) 


4) Demostrar: si x? = 2, entonces x no es número racional. 
5) Representar gráficamente los siguientes conjuntos de números reales: 


= {х/ |х| < 3) 

= (x/ |х| = 5) 

= {х/|х| > 4}. 

= (x / |x—2| = 4) 

{х /[х—2|] x 3) 

(x/ |x+1] < 4) 

{х / |lx-6|< 1 [v х= 8} 
Íx/x«1vx»3) 
{х/х<2 A x>-1) 
ix/x«1 A xz2) 
(x /|х+1| = 4} 

= {х/|х—-2| > 0} 

= {х/0 < |х+2| = 5} 

= {х/0 < |х+3| < ty X = 1}. 
= [x/3«|x-21 x5). 


M H I 


H H l 


| 


«-Agpvuzzrrommoouo 


20 


0) SI existen, hallar cotas, extremos, máximos y mínimos de los conjuntos ante- 


riores. 


7) Indicar cotas y extremos, si existen, de los siguientes conjuntos incluidos en R: 


A 
B 


C 


u zzr 


= (x/-1<x<3 y x=5) 
= {х/х= 1 v4<x=<6) 


= )Х/Х = € | 
( TN: 
= {х/х = 2H ^ ne] 
п-2 
2 
-{х/х= noe пем) 
2п 
10п+1 
-1Х/х € | 5 
[ 5n-4 ЄН 


х/х 2-5лх-«0) 
(х/х =3 л x<0) 
(x/x? <7} 


pa (х= n+5 


1 


A ne N) v pora] < 1] 


8) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores tienen máximo o mínimo. 


9) Siendo А 


B 


{х/|х—1|<3З ^ |х41| 54) y 


{х/х= шэн е N), hallar ANB. 


n+3 


10) Hallar x€ R tal que 2x-2 = |3х—2| л 3х-2| < 3x- 1. 


11) Ídem si = | =1. 
х-2 


12) Ídem si 


| 3x+2 | ES 
x+1 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPITULO 1 
Sección | 


1) 4) 
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2) a) 
4) а) р, 10,1,2) Reca = (0,1) 


b) Dx = {a,b,c} Rec« = {a,b,c} 
с) De = (3, V2, V5} Recx = (VB) - 


(paq) = =p v-q 


5) S ` 1(-4:9).(-3:8),(-2:7),(-1:6),(0;5),(1:4),(2:3),(3:2),(4:1)) 
R'' = ((9; 4)48:-3),(7:-2),(6:-1),(5:0),(4:1),(3:2),(2:3) (144) 


D 
, 


3) a) 
| 6) a) Dom = [x/ -3=x=3) pom cie. 
SM EE 
As Rec = {y/-3sy=3} R n 
vlv|v] F | F F V SEC 
У1У|Е Е V F V 
МЕМ V F F V 
УЇЕ|Е| V V F V 
F|VIV| F | F F у 
Е|У|Е|Е У F M 
FIFIVIV F F M 
Е|ЕЕ|м | V F V 
4) 
а) JxeR/VyeR: ху d) Vx€ N: x+1 > x 
b) Зх/хЄН ^ XQ е) (qap) v (par) 
c) 3x/ ~р(х) v Vy: ~а(у) f) (par) v ~q 
5) а)У b) F c) no es suficiente d) F e) no es suficiente 
6 а|-р bq-op с)руа d) p 
b) Dom = (x/ -3= x= 3) 
Rec = ly/-2xyx 
Sección Il у= 2} 
1) с) АОВ = А АПВ = ф АхВ = ó$ 
ВхА = Фф А-В= А В-А = ф 
3 Ri = Ф Re = (аа) R, = (bb) 
Ra = Мао) Rs = (ba) Re = Ка;а), (6:0)! 


R7 = Цага) ас) Re Е {(a;a),(b;a)} Ro Е K(b:b) (ac) 
((b:b),(b:a)) IS аадар) 


a 
o 
1 


R. = (аза) 65), Ба)! Ria = (аза) (аф) 6а)! Ris = l(b:b).(a:b).(b:a)) 


Ri = А? 
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Sección lli 


24 


1) 0) c&02 Зс '/(а-с)-с ' = (Ь:с) сэ а-(с-с !) = Ь:(с:с Ээ a=b 
с) а = а-1 = а(1-0) = а-1-а-0 = a-a-0 ytambién а = а-о 
Luego, а+а-0 = а+о = a:0 = 0 
d) a(-b) = а(-0) 40 = a(-b) + ab + (-ab) = 
= a(-b+b) + (—ab) = а-0-(-ар) = -(ab) 
3)a) 1) n = t: a2—b2 = (a-b)(a-b) = a2-b2 = m-(a+b) 
2) п = h: a?-b? = k- (a-b) (hipótesis inductiva) 
n = h-1: a?^ " р" = k'(a-b) (tesis) 
Demostración 
а?" 1) bê” 1) 25 а?" 2 р 2 E а?" . а? pb?” . p? = 
= a.a? — b?-b? + a?-b? . ar. .p? = a? . (a? -p?) e 
+ b?(a?'-p?') = a?(a-b)(a-b) + b?-k(a-b) = 
= ra+b) + s(a+b) = К'-(а+Ь) 
( 5 UH AUI 0 
5) А = (x/ -3<x<3) 21 2 
AAA AAA 
B = [lx/-5=<x= 5) e Ы 
С = {х/хь4ух< - 4} 5 = 
2 < e e 
D = (x/-2zx«xe6l о: 
Е = (x/ 1=x=5) бе ct 
O 
F = (x/ -5<x<3| а чиг 
G = {x/5<x < 7} U lal Е .. 
H — Ze 0////⁄——— 
1 3 
L 0-04444444//-0 
> -1 2 
М = ф I 
N = (x/x>3 v x= -5) s x. S 
: HH OHHHHH — 
P = {х/х + 2) —HHHHHO 


T = {хи 4-х- 


V 


yl) A 


H 


Be lx! 7-x- 


No está acotado 


No está acotado 


gU AX E 


Conjunto mayorante = 


Conjunto minorante 


Conjunto mayorante 
Conjunto minorante 


Conjunto mayorante 
Conjunto minorante 


Conjunto mayorante 
Conjunto mincrante 


Conjunto mayorante 
Conjunto minorante 


Conjunto mayorante 
Conjunto minorante 


Ш 


2} 


2л х= —Q—ü3l Ul) 


Ex<-1v5<x=7) 


: Cotas superiores: 3,4, v 11... 
Conjunto mayorante = {х/х > 3} 
Cotas inferiores: Эбү 
Conjunto minorante = {х/х = -3) 
Conjunto mayorante = {х/х > 5). 
Conjunto тіпогаме = {х/х = _ 51. 

: No está acotado 

: Conjunto mayorante = {х/х > 6) 
Conjunto minorante = {хх = -2) 
Conjunto mayorante = {х/х > 5) 
Conjunto minorante = {х/х<- 1} 

: Conjunto mayorante = [x / x 3). 
Conjunto minorante = {x/x = - 5}. 

: Conjunto mayorante = [x / x > 8). 
Conjunto minorante = {х/х = 5}. 

: No está acotado 
Conjunto mayorante = {х/х = 2}. 
Conjunto minorante = (x/x< -1р, 


{х/х 2 1}. 
{х/х= 0}. 


AAA ARAN IAS 9 — = 

5, -2 3 

— 0444 04440 — e 
-4 -8 -2 1 
9/////L.0— — Ue 
-3  -1 5 7 


Supremo: 3. 


infimo: — -3. 


Supremo: 5. 
Infimo: =D: 


Supremo: 6. 
Infimo: = 2: 
Supremo: 5 
Infimo; =1 


Supremo: 3. 
Infimo: 55: 


Supremo y máximo: 
Infimo: 5. 


Supremo: 2. 
Infimo: se 


No hay máximo 


No hay mínimo 


Máximo: 5 
Mínimo: -5 
Máximo: 6 
Minimo: 2 
Máximo: 5 
Mínimo: - 1 


No hay máximo 
No hay mínimo 


8 
No hay mínimó 


No tiene máximo 
No tiene mínimo 


M: Es el conjunto vacío. Está acotado, pero no tiene extremos 


Supremo: 3. Máximo: 3 
Infimo: -7. Mínimo: -7 
Supremo: 1. Máximo: 1 
Infimo: - 4. No tiene mínimo 
Supremo: 7. Máximo: 7 
Infimo: Sg: Mínimo: -3 
Supremo y máximo: 5 

Infimo y mínimo: -1 
Supremo y máximo: 6 


Ínfimo y mínimo: 


Supremo y máximo: 
Infimo: 0. 


1 


1 
No tiene mínimo 


25 


D: Conjunto mayorante 


її 


1 
{х /х> il Supremo y máximo: vs 


Conjunto minorante = {х/х = 0). Ínfimo: 0. Nc hay mínimo 

E: Conjunto mayorante = {х/х > 1). Supremo: 1. чо hay máximo 

Н Е 2 

Conjunto minorante = fx /x= 2) infimo y mínimo: з 

F: Conjunto тауогате = {х/х > 3). Ѕиргето: 3 Мо hay máximo 

| : 4 

Conjunto minorante = b /х = > Infimo y mínimo: 3 

G: No está acotado superiormente 1 | 
Conjunto minorante = {х/х = 1). л то y mínimo: 1 

Н: Conjunto mayorante = {х/х > 11) Supremo y máximo: 11 " 
Conjunto minorante = {х/х = 2). Infimo: 2. No hay mínimo 


"А . TE i Avi 
L: Conjunto mayorante — (x/x=-/3j. Supremo: —\/' 5. No tiene máximo 


No está acotado inferiormente 


M: Conjunto mayorante = {х/х > 0}. Зиргето: 0. Мо tiene máximo 
Conjunto тіпогапіе = {х/х = -\/' 3}. Ínfimo y mínimo: SA 
em 3 Ç 2M. 
N: Conjunto mayorante = (х/х > Ñ 7) Supremo: V/7. Мо tiene máximo 


No está acotado inferiormente 


{х/х > 6) 
Ix /x = —5} 


Supremo y máximo: 6 
Ínfimo: —5. No tiene mínimo 


lI 


P: Conjunto mayorante 
Conjunto minorante = 


9) ANB = (хух- а ANEN л п = 10} 
1 
Si 
10) x 5 
11) ха 0 


12) (х>о v x< - £) A X -1 
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2. CONJUNTOS DE PUNTOS 


1, Intervalos y entornos 


La geometría analítica establece una correspondencia entre puntos de una recta 
Números reales, de tal forma que a cada nümero real le corresponde un punto de la 
¡BONA y a cada punto de la recta un único número real. La recta recibe el nombre de 
й real o espacio de una dimensión y los términos punto o nümero real se usan 
lintamente. 

En la representación gráfica se indica un punto origen sobre la recta que corres- 

E а! О y otro punto a su derecha para representar el 1, con lo cual queda esta- 

: а la escala. La relación de orden definida en R se interpreta geométricamente 
tonalderando que si b a, entonces el punto b está a la derecha del punto a. 


a 0 1 b 


Bata Correspondencia entre puntos y números reales facilita la interpretación 
“08 muchas demostraciones y constituye un auxiliar poderoso para su comprensión. 
BIN embargo, debe tenerse en cuenta que, si bien cualquier representación gráfica es 
4 de claridad, еп ninguna demostración tiene validez la utilización de recursos 
1 8 puramente intuitivos. 

-— А 6ontinuación se consideran algunas definiciones útiles. 


Mendo a - b: 


1) Intervalo cerrado [a;b] es el conjunto de números reales formado por a, 
В y todos los comprendidos entre ambos: 


[ab] = (x/xeR л a=x<b) 


OŘ 
a b 


La longitud del intervalo [a;b] es el número positivo b — a. 
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2) Intervalo abierto (a;b) es el conjunto de números reales comprendidos entre 
ayb: 


(a;b) = (x/xeR na<x<b) 


о о 
а b | 
La longitud де (a;b) es también el número positivo b — a. 
3) Intervalo semiabierto a izquierda o semicerrado a derecha (a;b] es el соп- 
junto de números reales formado por b y los números comprendidos entre a y b: 


(ab] = (x/xeR A a <x =b) 


O— o 
a b 


Análogamente se define e! intervalo [a;b). 
También, 


longitud de (a;b] = longitud de (ар) = 0-а. 


Las definiciones anteriores se pueden generalizar considerando la semirrecta ` 


y la recta como intervalos no acotados, lo que se expresa utilizando los símbolos 
+> y – х, Estos símbolos deben ser considerados con especial atención, recordando 
que se usan solamente por conveniencia de notación y nunca como números reales. 


IR A > [a;+x) = {х/х > а) 
а 
o ———— | (b;+x) х/х» b} 
b E 
AAA ÁO (—=;c] = {х/х<с} 
c 
==; u= ms (—x;d) = {x/x< d} 
d 
<U (—=;=) = {х/хє А} = R 


Entorno 


Si a es un punto cualquiera de la recta real y h un número positivo, entorno de 
centro a y radio h es el intervalo abierto (a—h;a+h). Se lo designa E(a,h). 


E(ah) = (x/a-h<x<a+h) 
о E(ah) = {х/ |х-а| < h} 
h 
FN 
a-h a a+h 
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a -":":"-.mmm—v—————————R 


Los entornos suelen designarse indicando solamente el centro, por ejemplo, E(a) 


Entorno reducido 


Si a es un punto cualquiera de la recta real y h es un número real positivo, 
entorno reducido de centro a y radio h es el conjunto de puntos del intervalo abierto 
(a—h;a-h) del cual se excluye el punto a. Se lo designa E' (ал) o E'(a) 


E'(a,h) 
о E'(ah) = {х/о < |х-ај < h} 


II 


x/x*a л a-h<x<a-h) 


h 


е CHORUS 


a-h a a+h 


Obsérvese que exigir 0 < ix- ai equivale a exigir x =a. pues |х-ај = 
=0 с x-a. 

De acuerdo con una propiedad de los conjuntos acotados (pág. 19 ), cualquier 
conjunto acotado puede incluirse en un intervalo cerrado. 

En efecto, si C está acotado, existe un número real positivo k tal que para cual- 
quier elemento x del conjunto C se verifica: x| = k. Por lo tanto, el conjunto C 
está incluido en el intervalo cerrado [ - kk] 

Por ejemplo, 


А = Ix/-2<x<=6) = ACI 6:6]. 


Un conjunto acotado está siempre incluido en un entorno con centro en el origen. 

Si C = {х/х = К} y h > k, entonces C está incluido еп el entorno E(0,h) 
de centro en el origen y radio h. 

En el ejemplo anterior el conjunto A está incluido en un entorno de centro en el 
origen y radio 7. En este caso debe tenerse en cuenta que el entorno de centro en 
el origen y radio 6 no incluye al conjunto A, pues el entorno es un intervalo abierto 
y el número 6 pertenece al conjunto A pero no pertenece al entorno. 

Existen, entonces, infinitos entornos que incluyen al conjunto A, pero en este 
caso ninguno de ellos tiene un radio mínimo. 

Si se considera el conjunto B = {х/5<х< 7), en este caso el entorno E(0,7) 
es el entorno centrado en el origen de menor radio que incluye al conjunto B. 


EJERCICIOS 


1) Escribir como intervalos y, si es posible, como entornos los siguientes conjuntos: 


= Ixx/2xxx4| 
ix/-7zx«-2 
dos ex cet 

| {х/х—-2|< 5) 

M ix/0« x-3j « 1) 


= lx/-1<x=<3) 
= {х/-1<х<3} 
= Íix/-3«x«-1) 
= {х/|х+2|] < 3) 
{х/0<|х+4|< 2) 


zr- om 


li 


?) Рага los conjuntos anteriores, hallar: 


a) ANB b 0-Р c) LoN 
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origen 


| епїго еп е! 
3) Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con C 
que lo incluya: 


> 
| 
5 
е 
м 
^ 
х 
IA 
= 
mu 
| 


= {к/-10<х<7} С = {х/ -6 =х < 6 
Ix / jx| < 2) F = {х/х = 2) 


1 


4 ага сада conjur to dar 5 ех! te, el e torno con cer tro en e origen de nenor 
` ste, 
) J 


radio que lo incluya: 


= lx/ -9 < x = 6) 
= -1«x«4] B {x 

DM M [у= [х/ы ==2} 
ар Моор F = {х/4<х<5} 


5) Para cada conjunto dar, si existe, un entorno de radio mínimo que lo incluya: 
В = (2;5] 
Ди (553:0) 
: р fx /x = (- 1)" 
popuU го | 


л ne N] 
n 


i [ mo entorno: 
6) Escribir cada conjunto como intervalo y, si es posible, como 


z = p+j2x- 1| < 4} 
a = (00232) B = {х/]х-2\+|2х-1| 
x n 
jx 1i = 3-3 2] 
c = ки = 6) p = {ки : 


E = ix/1zj2-xi€«3 ^ xx -1|« 2) 


il. Punto de acumulación 


Si C es un Or yu to de pu tos de a ecta eal, un pu to a es pu to de acumu 

E C | 

laciór de C si a todo e torno reducido de а ре tenece po lo ї a un pu МО de С 
| : DEN: 

cua quie del punto exi ta po o menos ur pu Мо де С d sti to de punto a. 


мэ (a) Эх/(хєС ^ x€ Е'(а)) 


xeC^0«x-ai«h) 


a punto de acumulación de C => VE' 
o apunto de acumulación de C = Yh > 0 3x/( 


"(A E = Ó 
o apuntode acumulación de C сэ VE (a) E'(a) n С 


Ejemplos 
1) Si el conjunto Cesun intervalo a i 
2y Si el conjunto C es un intervalo abierto, ps 
también los extremos son puntos de ac 
al conjunto. 


us puntos son de acumulación. 


puntos son.de acumulación y 
ulación de C aunque no pertenecen 


3) El conjunto М de los números naturales no tiene puntos de acumulación. Si a es 
cualquier nümero natural, basta considerar un entorno reducido de centro a y 
radio h < 1, y a ese entorno reducido no pertenece ningün nümero natural. 
Esto prueba que ningün nümero natural es punto de acumulación del conjunto N. 


O<h<i1 


a-h а+һ 
° ° ° ° ° ° 9-(--0--ү9 ё 
1 2 3 = 


a 
Mediante un recurso similar puede probarse que ningún número real es punto de 
acumulación del conjunto N. 


4) El conjunto Q de los números racionales tiene a todos los números reales como 


puntos de acumulación. El conjunto R de los números reales tiene a los números 
reales como puntos de acumulación. 


5) El conjunto A = Ї x= 229 


^ne м | tiene un único punto de acumulación 
que es el 1. 


Conjunto derivado 


El conjunto formado por todos los puntos de acumulación de un conjunto C es el 
conjunto derivado de С y se designa С'. 


De acuerdo con las ejemplos anteriores: 
1) C = [а] = C' = [a;b] 


2) C = (а:5) = G: = [a;b] 
3) М = 
5) А’ = {1} 

Negación 


Para probar que un punto no es de acumulación de un conjunto, basta encontrar 
un entorno reducido del mismo al cual no pertenezca ningún elemento del conjunto, 
como se ha hecho para probar que el conjunto N no tiene puntos de acumulación. 

Es decir, a no es punto de acumulación del conjunto C si y sólo si existe un 


entorno reducido de a al cual no pertenece ningún punto del conjunto, que es la 
negación lógica de la definición de punto de acumulación. 


а noes punto de acumulación де C сэ ЗЕ (а) / Vx: (xe C => x€ E'(a)) 


о a noes punto de acumulación de С «<= 3E'(a)/ E(anc = o. 


El recurso que se utilizó para probar que el conjunto N no tiene puntos de acu- 
mulación es válido para demostrar que cualquier conjunto finito no tiene puntos de 
acumulación, o su contrarrecíproco. según el siguiente teorema. 


Teorema 


Si a es punto de acumulación del conjunto C, entonces cualquier entorno del 
punto a tiene infinitos puntos de C. | 
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e ige 
s, dar un entorno со centro elo n 
3 F ara cada uno de los siguientes con unto , 

) 


A = {х/-2=х=4} B 
D = (x/-3<x=4) E 


ix/-10«x«7) C = {х/—6 <x < 6) 
[Ix / ix] < 2) F = 1x/ix| < 2) 


4 ara cada conju МО ааг, Si existe, e entorno con ce tro en el or gen de nenor 
) ) 


А В = {х/-9<х= 6) 
E Ee 0- шог 
P en олу ddl F = Ix/4<x<5 


i íni incl x 
5) Para cada conjunto dar, si existe, un entorno de radio minimo que lo incluya 
r : 
А = (37) В = (2;5] 


peor cap 2822 
1 О =3x/x= (- 
EA nen] 

C {х/х ЕА 


n 


1 


л ne NJ 


i i mo entorno: 
6) Escribir cada conjunto como intervalo y, si es posible, co 


E = | \+|2х-1|< 4) 
A = {х/ 3 »2| B = (х/х a^ | 
S Ё ix-3 -2) 
c 2 pues] p = {ки A 
х + 
Е = {х/1 = |2-х|<3 л |х+1[< 2) 


il. Punto de acumulación 


s punto de acumu- 
la recta real, un punto a e : 
i n conjunto de puntos de о 
i энэ eS a шар entorno reducido de a pertenece а ЕРА шаг 
lación de ede pertenecer o no al conjunto C, pero a ИА 
E bs SITO del punto a exista por lo menos un punto de 
cualquier e 


Es decir: | 
: €E а)) 
a punto de acumulación de C e» УЕ (а) 3x/(xeC ^ x Ч 3? 
nto de acumulación de С => Vh>0 3x/(x€C л 0 < x-a 
о apu 


(a): E' + Ó 
o apunto de acumulación de C = VE (a); E'(a) n C ‹ 


эвээ п de acumulación. 
{ el conjunto С es un intervalo cerrado, todos sus ur i IE GUN 
5 3 по nto С es un intervalo abierto, todos sus pi Цэс 
e о extremos son puntos de acumulación de 
también 


al conjunto. 
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a Dann nn xxx 


3) El conjunto N de los números n 
cualquier número natural, bast 


radio h<y, y a ese entorno reducido no pertenece 


0O<h<1 
a-h a+h 

-e—— e e o o , 9-(--0- e— e 
1 2 3 n 


Mediante un recurso similar 
acumulación del conjunto N. 

4) El conjunto О de los nümeros racionales tiene a todos | 
puntos de acumulación. El conjunto R de los nümeros г 
reales como puntos de acumulación. 


5) El conjunto A = Í /Х- 


puede probarse que ningún número real es punto de 


Os números reales como 
eales tiene a los números 


^ne NJ tiene un único punto de acumulación 
que es el 1. 


Conjunto derivado 


El conjunto Югтаао por todos los puntos de acumulación 
conjunto derivado de Ç y se designa C'. 


De acuerdo con las ejemplos anteriores: 
1) C =[a;b] с = [a;b] 
2) C = (ab) = C = [a:b] 


de un conjunto C es el 


3) М = ó 

4) Q'=R R=R 

5) Аб = {1} 
Медасїбп 


rtenece ningún Punto del conjunto, que es la 
de punto de acumulación. 


a noes punto de acumulación de C = JE (a) / Vx: (x€ C => x é E'(a)) 


а)/ЕЦа)гїС = o 


9 а noes punto de acumulación de С < 3E'( 


acumulación, o su contrarrecíproco, según 


Teorema 


Si a es punto de acumulación del con 


junto C, entonces cualquier entorno del 
punto a tiene infinitos puntos de C. : 
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Demostración 


Utilizaremos un método indirecto, por reducción al absurdo. 
Sea E'(a) un entorno reducido del punto a, al cual pertenecen solamente 
n elementos de C, o sea, un número finito de elementos de C. 


a-h ach 


Entre los n puntos de E'(a) hay uno de ellos cuya distancia al punto a es '" 
nima. Sea x, dicho punto. 
Es decir: 


3x /Vnsi:|x-a|s |х, а]. 


1 н o 
Por lo tanto, basta considerar cualquier entorno reducido de хоо 
radio sea menor que dicha distancia para asegurarnos que a dichr entorno 
no pertenece ningún punto de C. | | | : 
Elijamos, por ejemplo, un entorno reducido cuyo radio -ea la mitad de dicha 


x-a то im- 
distancia. Al conjunto E (el 3 ) no pertenece ningúr punto de C. Esto.im 


plica que a no es punto de acumulación de C. Come por hipótesis a es punto de 
acumulación de C, queda probado el teorema por contradicción. т 

Сото уа se ha visto, е! contrarrecíproco del teorema anterior permi e хо 
que si un conjunto tiene un número finito de elementos, entonces no tiene ри 


acumulación. | | БҮХ | 
El teorema recíproco es falso, pues existen conjuntos que tienen infinitos ца 
mentos y no tienen puntos de acumulación, como el conjunto de los números па 
rales y el conjunto de los números enteros. | | 
Sin embargo, si un conjunto infinito está acotado, puede asegurarse la od 
de por lo menos un punto de acumulación. Esta importante propiedad se demuestra 
en el siguiente teorema. 


Ф Teorema de Bolzano-Weierstrass 


Si un conjunto infinito está acotado, eritonces dicho conjunto tiene por lo menos 
un punto de acumulación. 


Demostración 


Sea M un conjunto de nümeros reales infinito y acotado y [a;b] un intervalo 
cerrado que lo contiene. 
Es decir, - 
M c [a;b]. 


Consideramos un coniunto auxiliar C, formado de la siguiente manera: 
C = {х/х=а v [a;x] tiene un número finito de elementos de M}. 


C по es el conjunto vacío, pues a € C. Es decir C = $. 537 
Además, como consecuencia de la hipótesis, [a;b] tiene infinitos puntos de M, 
y entonces bé С: 
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Por lo tanto, b es una cota superior del conjunto C, pues es mayor que cual- 
quier elemento del conjunto С. 

Si el conjunto C está acotado superiormente, entonces tiene supremo, por el 
ахїота de continuidad de R. Sea k el supremo de C. 

Luego, a = k = b. 

Caben dos posibilidades: 


КЄС v kéC. 
k-e k +e 
E c 3226 e e——e— _ 
а k b 


1) Si КЄС, esk-ao [a;k] contiene ип subconjunto finito de M. Ahora bien, 
al ser k el supremo de C, si elegimos cualquier número positivo € 


que k no es el extremo superior. 
Luego, si para cualquier € > 0 el intervalo [k;k+€] tiene infinitos puntos de M, 
tiene por lo menos un punto x€ M tal que x + k y X4k+, 


Por lo tanto, a cualquier entorno reducido de centro k pertenece 


ак рог Іо тепоѕ 
un punto де М. Es decir, k es punto de acumulación de M. 


que sea menor que К-а, el intervalo [a:k—€] tiene un número fini 


Ahora bien, si el Subconjunto de M con 
en [a;k] es infinito, el conjunto [k—€;k] tiene infinitos puntos de M y, por lo tan- 
to, VE > 0 enelintervalo [k-€;k] hay algúnpunto хє M talque x + k—e y x z k. 


Si el conjunto M tiene más de un punto de acumulación, el h 


cc | allado рог esta 
demostración se encuentra a la izquierda de los demás. 


Conjunto cerrado 


Un conjunto al cual le pertenecen todos sus puntos de acumulación se denomina 


cerrado. Es decir, un conjunto es cerrado si y sólo si le pertenecen todos sus puntos 
de acumulación. 


C cerrado => Va: (a punto de acumulación de С > ae C). 
Ejemplos 


El conjunto В ав los números reales es cerrado, pues le pertenecen todos sus 
puntos de. acumulación que son los números reales. 


Un intervalo cerrado ез, como su nombre lo indica, un conjunto cerrado. 
Puede probarse fácilmente que cualquier conjunto que no tiene puntos de acu- 
mulación es un conjunto cerrado. 
; En efecto, sea C un conjunto cualquiera que no tiene ningún punto de acumula- 
ción. ; 
De acuerdo con la definición, para que C sea un conjunto cerrado debe ser 
verdadera la siguiente implicación: i 


33 


si a es un punto de acumulació. de C, entonces а pertenece a C. 


Pero el antecedente de esta impL/ación es falso, pues С no tiene ningún punto 
de acumulación. А 

Luego, la implicación 25 verdacera, pues cualquier implicación con antecedente 
falso es verdadera, de acuerdo cun la tabla de verdad correspondiente (pág. 4). 

Por lo tanto, el conjunto N y el conjunto Z, que no tienen puntos de acumu- 
lación, son conjuntos cerrados. 

Cualquier conjunto finito es también un conjunto cerrado, pues según el con- 
trarrecíproco del teorema visto en la página 31, no tiene puntos de acumulación. 

Por la misma razón anterior, el conjunto vacío es un conjunto cerrado. 

Obsérvese que, de acuerdo con la definición, un conjunto es cerrado si y sólo si 
incluye a su conjunto derivado. | 

En efecto, C es un conjunto cerrado si y sólo si 


Va: (a punto de acumulación de C > ae C) e 
> Va: (aeC' = aec) Ə (C' c C) 


Negación 


Un conjunto no es cerrado si y Sólo si tiene un punto de acumulación que no 
le pertenece. ў 
С no es cerrado сэ За / (a punto de acumulación de C ^ a£ C) 


Ejemplos 


El conjunto Q` de tos nümeros'racionales:no es cerrado, pues sus puntos de 
acumulación son los nümeros reales y, de éstos, los irracionales no pertenecen a Q. 

Es decir, О no es cerrado, pues, por ejemplo \/ 2 es punto de acumulación de 
Q y V2£0. 

El intervalo semiabierto (a;b] no es cerrado, pues a es punto de acumulación 
de (a;b] y af (a;b). 


Teorema 


Га intersección de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 


Demostración 


Sean A y B dos conjuntos cerrados. Para probar que su intersección es un con- 
junto cerrado debe probarse que si a es un punto de acumulación de А N B, enton- 
ces ae An B. 

Si a es punto de acumulación de A n B, por definición, en todo entorno redu- 
cido de a hay un punto x que pertenece al conjunto A B. O Sea, en todo entorno 
reducido del punto a hay un punto x que pertenece simultáneamente al conjunto A y 
al conjunto B. Por lo tanto, el punto a es punto de acumulación de A y también es- 
punto de acumulación de B. 

Como A y B son conjuntos cerrados, todos sus puntos de acumulación les perte- 
necen. Es decir, a € A y también a € B, lo cual implica que a € A B. 

En forma similar, puede probarse que la unión de dos conjuntos cerrados es un 
conjunto cerrado. 
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€ Teorema 


El conjunto derivado de un conjunto A es un conjunto cerrado. 


Demostración 


Probar que A' es un conjunto cerrado es probar que le pertenecen todos sus 
puntos de acumulación. 

Es decir, hay que probar: a punto de acumulación de A' = a€ A. 

Pero probar que a € A' equivale a probar que es punto de acumulación de A. 

Por lo tanto, el teorema consiste en probar que cualquier punto de acumulación 
de A' también es punto de acumulación de A. 

Si à es punto de acumulación де А’, a todo entorno reducido del punto a, de radio 
€ > 0, pertenece un punto x de А’. 


x-0 хъб 
--0 o 0--0-0---0--0--- 


a- € a C x goto 


Como хє A', x es punto de acumulación de A, y en todo entorno reducido del 
punto x hay un punto сє A. 

Podemos elegir siempre un entorno reducido de centro x, con un radio ë > 0, 
tal que E'(x,8) C ЕЧа,), 

Luego, el punto сє E'(a,€). 

Y, por lo tanto, en cualquier entorno reducido del punto a se puede encontrar un 
punto c que pertenece al conjunto A. 


Es decir, a también es punto de acumulación de A, y el teorema queda probado. 
* Conjunto compacto 


Un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. 


Ejemplos 


Un intervalo cerrado es un conjunto compacto. 
Н no es compacto pues no está acotado. N no es compacto por la misma razón. 
El conjunto {a,b} es compacto, al igual que cualquier conjunto finito. 


* Conjunto denso en sí 


Un conjunto es denso en sí si y sólo si todos sus puntos son de acumulación. 
Es decir, 


C denso ensi сэ Va: (4єС = a punto de acumulación de С) => 
=> Va: (ae C > ae С’). 


Рог lo tanto, un conjunto es denso еп sí si y sólo si está incluido en su conjunto 
derivado: Š 


C denso en sí — C c C'. 
Ejemplos 


El conjunto R de los números reales es denso en sí, pues todos sus puntos son 
de acumulación. 
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El conjunto О de los números racionales también es denso en sí, pues todos sus 
puntos son de acumulación. 

М y 2 no lo son, pues-ninguno de sus puntos es de acumulación. 

Nota: Al comienzo el lector debe poner especiat-atención para diferenciar las 
definiciones de conjunto cerrado y conjunto denso en sí. 


9 Conjunto perfecto 


Un conjunto es perfecto si y sólo si es cerrado y denso en sí. 

Es decir, un conjunto es perfecto si es igual a su conjunto derivado. 

En efecto, si C es cerrado, entonces su derivado está incluido en él, y siC es 
denso en sí, entonces su derivado lo incluye. Por lo tanto, C'CC ^ C [ed e 

Luego C = С. ` 


Ejemplos 


R es un conjunto perfecto, pues R' = R. 

Un intervalo cerrado es un conjunto perfecto, pues [a;b] = [a;b]. 

Q no es perfecto, pues es denso en si pero no es cerrado. 

Z y N no son perfectos, pues son cerrados pero no son densos en si. 


EJERCICIOS 


1) Dar el conjunto derivado de cada uno de los siguientes conjuntos: 


A = (—2;5) Н = {3,4,5} 
— SE MUS 
] L (х/х Эг a nen} 
C = [0;4] М = (x/xe R A 0<[х-3|<2} 
D = {х/хє2 л к-2| < 5) N = {х/хєа a lx] > 1) 
Е = (x/x€Q a i-2| < 5) P 


3n+5 
= / = — 
{х х mcr ^ пем} 
F-fx/xeRAk-2|«5) s = [ux- 4n? +1 T 
G = (x/xeR A x-1|x3) im 


2) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores son cerrados. 


3) Dar el conjunto derivado de cada uno de los siguientes conjuntos: 


А = lx/xeQ ^ (x-1|<3 v x= -3) 


В = buxo 2 л nen) 
2n 


C = ix/x€Q ^ (x-2|< 1 v x20) 


] 28201 
D х/х dic ^ ne Nh 
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2n 
-_ E ne NP 
po 2п+1 ^ 
5n 
- nen] 
bx 10n- 1 ç 
- {х/х 5 ш і nen} 
ПЕ 
- [ox ( i 22 Ane NJ 


A) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores son cerrados. 

A) Clasificar los conjuntos del ejercicio 1 y del ejercicio З en conjuntos compactos, 
densos en sí y perfectos. 

8) Demostrar que la unión de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

7) Demostrar que la intersección de un nümero finito de conjuntos cerrados es un 
conjunto cerrado. Idem para la unión. 

8) Probar quesi ACB, entonces A'cC B'. 


11, Punto interior 


Un punto a, perteneciente a un conjunto C, es punto interior al mismo si y sólo 
8| existe un entorno de a totalmente incluido en C. 
Es decir, 


a punto interior a C — ae C ^ ЗЕ(а)/ Ela) с C. 
А! conjunto de puntos interiores al conjunto C lo designamos C.. 
Ejemplos ; 


1) Cualquier número real es interior al conjunto R de los números reales. 
Osea, R R. 

2) Un número racional no es interior al conjunto Q de los números racionales, 
pues en todo entorno de un número racional hay números irracionales que no per- 
lenecon a Q. Luego, О, = %. 

9) Todos los puntos de un intervalo abierto son interiores a él. 


4) El conjunto C = (х/х = EZ ne NI no tiene puntos interiores. O sea, 
г 
6, = ib. 


Conjunto abierto 


Un conjunto A es abierto si y sólo si todos sus puntos son interiores. 

De acuerdo con los ejemplos anteriores, R es un conjunto abierto y Q no es un 
eenjunto abierto. 

El Intervalo abierto (a,b) es abierto. 

Fl Intervalo semiabierto (a,b] no es abierto, pues b pertenece al conjunto y no es 
un punto interior al mismo. 

El conjunto C no es abierto, pues, por ejemplo, 3€ С y 3 no es interior a C. 
Орвбгуов0 que el conjunto R de los números reales es un conjunto abierto y 
berrado Lo mismo sucede con el conjunto vacío ó. 

En cambio, el intervalo (a,b] no es ni abierto ni cerrado. 
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Теогета 


La unión de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 
Demostración 


Sean A y B conjuntos abiertos. Jebe probarse que cualquier punto que perte- 
nece al conjunto A U B es interior 1 mismo. 

Es decir, debe probarse que 7x: (x€ AUB = x interior a AUB). 

Si x € A U B, entonces xe A v xe B. 

Supongamos х € A. Сого A es abierto, x es interior al conjunto A. 

Luego, existe un ento no de x incluido en A. O sea, 


ЗЕ(х) / E(x) C A. 


Pero, por consecuencia de la definición de unión: A CAUB. 
Luego, por transitividad de la inclusión: 


E(x) СА л ASAUB > E(X) SAUB 


y el teorema queda probado. 
Si x€ B se razona análogamente. 


9 Teorema 


Si un conjunto es abierto, su complemento es cerrado. 


Demostración 


Sea A un coniunto abierto y B su complemento, de acuerdo con la definición 
dada en la página 9. Es decir, B está formado por todos los puntos del universal que 
no pertenecen a A. 

Si consideramos un punto cualquiera a del conjunto A, como A es abierto, todos 
sus puntos son interiores. Por ello, existe un entorno del punto a totalmente incluido 
en el conjunto A. A dicho entorno, entonces, no pertenece ningün punto de B, y por lo 
tanto a no es punto de acumulación de B. 

| Luego, todos los puntos que no pertenecen a B no son puntos de acumula- 
ción de B. 

Es decir, a£ B — a no es punto de acumulación de B, o su contrarrecíproco, 
a punto de acumulación de В > a€ B, y esto significa que B es un conjunto 
cerrado. 

Es bastante comün tomar la propiedad anterior y su recíproca como definición de 
conjunto abierto una vez definido conjunto cerrado. Es decir, un conjunto es abierto si 
y sólo si su complemento es cerrado. 

Aplicando el teorema anterior, se observa que el conjunto R de los nümeros 
reales y su complemento, el conjunto vacío. son ambos abiertos y cerrados. 


EJERCICIOS 


1) Dar el conjunto de los puntos interiores de cada conjunto del ejercicio 1 y del 


ejercicio 3 de la página 36. 
2) Decir cuáles de los conjuntos anteriores son abiertos. 
3) Demostrar que si un conjunto es cerrado, entonces su complemento es abierto. 
4) Demostrar que la intersección de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 
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5) Para cada uno de los conjuntos siguientes, a) dar el conjunto derivado y el con- 
junto de puntos interiores; b) justificar si los conjuntos iniciales son abiertos o 
cerrados: 


А = {х/0<[х+2|<1ух=0} В = {х/|х-2|=3 л 0<х<6} 
С = {х/|х+1|]>2 v x= 1) D = {х/0 < |х+3| = 1 v x= -1) 
2-5п 3-4n* 

Е = {х/х= є = шоуг 
5 ^n му Е (х/х 202 ^ nen} 


IV. Puntos aislados, adherentes, exteriores y fronteras 
9 Punto aislado 


Un punto a que pertenece a un conjunto C es un punto aislado si y sólo si existe 
un entorno reducido de a al cual no pertenece níngün punto del coniunto C. 
Es decir, a aislado en C €» a€ C ^ 3E'(a)/ Е{а) п С = q. 


Ejemplos 


Cada nümero natural es un punto aislado en el conjunto N. 
i4Lo.mismo sucede con cada número entero en el conjunto Z. 
En el conjunto C = (x/x>2 v x = 0}, 0 es un punto aislado. 


9 Punto adherente 


Si en la definición de punto de acumulación se sustituye la frase entorno redu- 
cido por entorno, se obtiene la definición de punto adherente a un conjunto. 

Por lo tanto, a es punto adherente al conjuntó C si y sólo si a cualquier entorno 
de a pertenece por lo menos un punto de C. 

O sea, a punto adherente a C «=> УЕ(а): 3х/(хЄС ^ xe E(a)). 

Obsérvese que si un punto pertenece al conjunto, aunque esté aislado, es punto 
adherente, pues la definición sólo exige que en todo entorno haya un punto del con- 
junto que puede ser el centro del mismo. 


Adherencia 


El conjunto formado por todos los puntos adherentes a un conjunto A se llama 
adherencia del mismo y se designa A,. 
De acuerdo con la definición de punto adherente, puede probarse que: 
A, = AU A'. | 
Ejemplos 
1) Sea А = (x/0<x<3 v x= 5). 


o ° ° 
0 3 5 


Todos los puntos del intervalo cerrado [0,3] son puntos adherentes y también 
lo es el punto aislado 5. 
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Luego, A, = (x/0=x=3 yv х - 5) = А((0. 
2) Sea A = {х/2=х=4 v x=0) 


0 2 4 


En este caso A, = A. Obsérvese que el conjunto A es un conjunto cerrado 
pues todos sus puntos de acumulación le pertenecen. 
Puede demostrarse que A es cerrado si y sólo si es igual a su adherencia. 


4 Punto exterior 


Un punto a es exterior a un conjunto C si y sólo si existe un entorno del mismo al 
cual no pertenece ningün punto del conjunto C. 

Es decir, a exteriora C = ЗЕ(а) / Е(а) n C = 

Obsérvese que en este caso el punto no pertenece al conjunto. 


Ejemplos $ 


El punto 3 es exterior al conjunto de los números negativos. 
El origen es exterior al intervalo (5;8). 


9 Punto frontera 


Un punto es frontera cuando no es exterior ni interior al conjunto considerado. 

Es decir, el punto a es punto frontera del conjunto A si y sólo si en todo entorno 
del punto a hay algún punto que pertenece al conjunto A y hay algún punto que 
pertenece a su complemento. 

O sea: 


a punto frontera de А сэ VE(a): (E(a) пА = Фф a Е(а)пА = 0). 


De la definición resulta que un punto frontera-puede o no pertenecer al conjunto. 


Ejemplos 


Un punto aislado es punto frontera. 

El 0 es frontera para el conjunto de los números positivos y también para el 
conjunto de los números negativos. 

En el conjunto A = {x/4 < x < 6 v x = 7}, 4, 6 y 7 son puntos frontera; 4 по 
pertenece al conjunto, pero 6 y 7 pertenecen al conjunto A. 


EJERCICIOS 


1) Considerar los conjuntos del ejercicio 1 y del ejercicio 3 de la página 36 y bus- 
car puntos adherentes, aislados, exteriores y frontera. 


2) SeaB = Lor (x= 20-1 


ехіегіогеѕ. 
3) Probar que un conjunto es cerrado si y sólo si es igual a su adherencia. 


4) Probar que la adherencia de un conjunto es un conjunto cerrado. 
5) Completar el cuadro siguiente: 


^ne N) v X= 6). Hallar puntos frontera y puntos 4 


Мо 


6) Dar, еп cada caso, un conjunto que cumpla las siguientes condiciones: 


a) acotado, sin mínimo y abierto; 

b) acotado superiormente sin supremo; 

c) cerrado con punto de acumulación único; 
d) no abierto con punto de acumulación único; 
e) no abierto con dos puntos de acumulación. 


7) Siendo A = Е(13) y B = box AR ^ ne NÚ, hallar a) AU"; 


b) В, U A’ y c) supremo de ANB. 


* V. Propiedad de Borel* 


Una propiedad muy importante se cumple también en Н como consecuencia 
del axioma de continuidad. Es la propiedad del cubrimiento finito o propiedad de 
Borel. 

Cubrimiento abierto de un conjunto 


Una familia F de conjuntos es un cubrimiento por intervalos abiertos del очо 
A si y sólo si se cumplen las dos condiciones siguientes: 


1) Cada conjunto 1, de la familia F es un intervalo abierto. 
2) Todos los Duntos del conjunto A pertenecen —por lo menos— a uno de ls 
elementos de F. 


Es decir, 
Vx€A 3l EF/x€l, 


* Félix Воге! (1871-1956), matemático y político francés, profesor de la Facultad de Ciencias de 
Paris y director científico de la Escuela Normal Superior. 
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Si se cumple el punto 2, diremos que F es un cubrimiento de A, o que F cubre 
a A. 


Ejemplo 1 


Consideremos el intervalo cerrado A = [0:1]. 


1143 3 
Ж A 1 26 
| 0 4 32 2 


La familia Е = {( -1 i) : (9-2) ; (-2) es un cubrimiento por intervalos 
abiertos de A. à 
Además, como F está formada por tres conjuntos, F es un cubrimiento finito de A. 


0 1 3 
2 


бюрә 
№ | 


ili 1.1 3 e 
La familia J = (E AL Sd } : e 
2 >) , ( 0 >) es otro cubrimiento por intervalos abier 
tos y finito de A. 


кее = INS NE 


0 


-1 3 
d^ 1 2 
2 2 


2 
2 
En cambio, la familia H = C =) Р (55) Ї no es un cubrimiento de A 
22 2'2 { 
pues el punto z no pertenece a ningún intervalo de H. 
Ejemplo 2 
Consideremos el intervalo cerrado C = [2;4]. 


, 


Para cualquier elemento x € C determinamos el intervalo abierto (х = I x+ : 


2 


La familia formada por los infinitos intervalos anteriores es un cubrimiento por 
intervalos abiertos de C. 


Es decir, F = {i /l= (x - pel) ^ X€ с} es un cubrimiento infinito де С. 


Trataremos de hallar un subconjunto finito de F que también cubra a C. 
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1 2 3 
15 2 225 25 275 31325 36 4 41 


Sea F, = ((2- 2+7) (275 - 12751) (38-4:36-4)) 


La familia F, es un cubrimiento por intervalos abiertos de C y además F, c F. 
Es decir, se ha podido hallar un subconjunto finito de F que también cubre al con- 
junto C. 

Esto siempre es posible si el conjunto C que se considera es un intervalo ce- 
rrado. La propiedad se conoce con el nombre de teorema de Borel y es válida tam- 
bién, en general, para conjuntos compactos. 


Teorema de Borel 


Si [a;b] es un intervalo cerrado y F es un cubrimiento por intervalos abiertos 
del mismo, entonces existe un subconjunto finito de F que también cubre al inter- 
valo [a;b]. 


Consideremos un conjunto auxiliar C, formado de la siguiente manera: 

С = (x/x€[a:b] ^ [ax] está cubierto por una parte finita de F). 

Admitiremos intervalos cerrados de la forma [a;a] = (a) reducidos a un 
ünico punto. 

Probaremos que C no es vacío y está acotado superiormente. 

En primer lugar, como ає [a;b], existe un elemento de F, el intervalo abierto l,, 
al cual pertenece el punto a. El conjunto (1,) tiene un solo elemento y por lo tanto es 
una parte finita de F. 

Esta parte finita cubre al intervalo [а;а], y como a € [a;a], se deduce —por de- 
linición de C— que ae C. Luego, C no es vacío. 

Además, por la forma en que se ha elegido el conjunto C, b es una cota superior 
del mismo. Luego, C tiene supremo. 

Seak = supremo C. Esa < k = b. 

Si probamos que k = b y además que k p pertenece al conjunto C, el teorema 
queda demostrado. 

Suponemos k < b. Como k € [a;b], existe un intervalo abierto I, de F al cual 
pertonece k. Sean k, y К, los extremos de l. Por ser k el supremo de C y por ser 
k, * k, existe h tal que k, «hxkyheC. 
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Como h € С, sabemos que un subconjunto finito de Е cubre al intervalo [a;h]. 6) A = (0:3) = Е(2-3) B = ( Tu) 2 Е(1.=) 
Sea F, dicho cubrimiento finito. 33 3 
Como k < k, existe h' tal que h' € [a;b] y k«h' < k,. 


à 7 
Se ve entonces que el intervalo [a;h'] es cubierto por F, y ili, y resulta h’ e C. С = (-з:- 5) О = (0:1) = E( 5) 
Esto es absurdo, pues h' es mayor que el supremo k. 22 
Por lo tanto, Кк = b. E = (-1:1) = E(0,1) 


Ahora bien, como el supremo de un conjunto puede o no pertenecer a él, faltaría 
probar que b € C. El razonamiento expuesto para probar que h' € C puede aplicarse 


; Sección II 
a k, y se obtiene k € C. ` | 
Сото ya hemos visto дие К = b, se obtiene b € С, lo cual prueba el teorema. | О «Bros A C'=C D= E= [-3;7] 
La tesis puede no verificarse si el intervalo considerado no es cerrado. F' = [-37] G' = [-24] Н = L' = 10 M = [1:5] 


Por ejemplo, sea A = (0;2). 


| 


№ = {x/xER a lx > 1) e -13| 8 = ф 
La familia F = fi АКС (22) A X€ А} es un cubrimiento por intervalos abier- 4 


2) C, D. G, H y S son conjuntos cerrados. 
tos de A. 3) A' = [—24] B = 0 œ ; 
Sin embargo, no es posible hallar un subconjunto finito de F que cubra al con- Ч | s . с. 
junto A. Е = n) F=f} а= юр н (2,2) 


Nota: El teorema de Borel, así como el de Bolzano-Weierstrass, y otros teoremas 
posteriores, como el de Weierstrass y el del valor intermedio para funciones conti- 
nuas, admiten demostraciones bastante más simples si se considera una propiedad 


4) Ninguno es cerrado. 


equivalente al axioma de continuidad de R: e/ teorema de los intervalos encajados, Sección III 
que se demostrará en el capítulo 9. 1) A, = (-2;5) B, = (1:7) С, = (0:4) D == 2 
La razón por la cual prefiero no anticipar dicha propiedad es que, a pesar de ps F К | | 
su fácil comprensión, lleva implícita la idea de límite de sucesiones, que se estudia- NE ‚= (-37) G, = (-2:4) H, = ó 
rá posteriormente. L. = 6 M. = М N =o Pza 
85 = ф 

RESPUESTAS A EJERCICIOS Para cada uno de los conjuntos del ejercicio 3, su interior es el conjunto vacío. 
s a Е 2) A, F у M del primer grupo son abiertos. En el segundo grupo ninguno es abierto. 
Sección | 3 a) A' = [-3;-1] A, = E(-2,1) 
1) A = [24] В = (-13] C-[-7-2 0 = (213) = E(12) Нала] Bio) 

F = E(-12)G = E(-21) H = (-37) = E(2,5) L = [-5;1] С' = {х/к = 2} C, = {х/|х+1| > 2] 

M = E(3,1) N = E(-42) ; ! 
2) a) [2:3] b) (1:3) с) (-4)u[-2;1] D dese D, - E(-3,1) 
3) АС E(0,5) BCE(01) . C c E(0,7) D c E(0,5) E = (-5) FE 

E c Е(0,2) F c E(0,3) | | | 
4) АС E(0,4) В с E(0,9) EC eee ot F, = ó 

C no está incluido en ningún entorno con radio mínimo 

b) A no es cerrado —1ЄА' - 

D c Е(0,5) E ídem que C F c E(0,5) | Бид кош 

5) АС E(2.5) A no es abierto pues DEA A ОФА 
e ete NC B no es cerrado pues 6€B' a 6éB 
No existe entorno con radio mínimo que incluya a B ni a C. : 
Ос E(0,1) В по es abierto pues 568 A 5€ B, 
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С no es cerrado pues 
C no es abierto pues 
D no es cerrado pues 
D no es abierto pues 
E no es cerrado pues 
E no es abierto pues 
F no es cerrado pues 


Sección IV 

1) Aa = [-2;5] B, = [1:7] 
F, = [-37] G, = G 
N, {x/xER A || > 1) 


2) B, 


6) Ejemplos: a) (4:7) 


7) 
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B U {2} 


-3eC' ^ -36С 


1€C A 1€ C, 
-8€D' ^ -3€D 
-2€D ^ -26€D, 
-5€E' ^ -5€E 
-3€EE л -3€E, 
'-QeF' ^ -2éF 


13 
F no es abierto pues -Ler A e 


=H > 
3 

= Puf s, 

-R-B 


( 


b) ф 


n 
n 
n 
n 
n 
n 


суа) (х/(х-4 ^neN) v x- 0 


e) |х/х-(-1) 


a) (-2:1) U (1:4) 5 [- 


п 


n= 


] 


1 


л nen) 


1 


lI 


C 
© 
х 
w 
! 


sí 


MERA 


m 
II 


[1;5] 


5ї 


1-3:7: 


3. FUNCIONES ESCALARES 


l. Relaciones funcionales 


En matemática, en física y en otras ramas de la ciencia o de la vida humana se 
presentan relaciones binarias entre distintos conjuntos que tienen singular impor- 
tancia. De estas relaciones interesan especialmente aquellas que hacen corres- 
ponder a cada elemento del primer conjunto un único elemento del segundo conjunto. 
Este tipo de relaciones recibe el nombre particular de relación funcional o función. 
Como sinónimos de función se utilizan, en general, los términos aplicación, transfor- 
mación y correspondencia. 

Por lo tanto, la idea fundamental en el concepto de función es que cada elemento 
del dominio tiene una y sólo una imagen en el recorrido, aunque un elemento del 
recorrido puede ser imagen de más de un elemento del dominio. 

Si la aplicación se establece a partir de un conjunto finito, entonces se puede dar 
la función indicando, por extensión, el conjunto de pares ordenados correspondientes. 

Por ejemplo, si 


А = (123) y f = ((1:/2).(2:4),(3:4)), 


entonces f es una aplicación o función de A en el conjunto R de los números reales. 
El conjunto A es el dominio de la función. El recorrido o conjunto de imágenes de 
la función f es el conjunto {V 2,4), que es un subconjunto de R. 


También puede indicarse la función f anotando la imagen de cada elemento del 
dominio a través de la función. 
O sea, 


f/f(1) =V 2 ^ 2) 24 ^ f(3) = 4. 
En un esquema: 


EAR ' 


f 


Bess 


D, Rec, 
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En este caso, la relación г, inversa de la relación funcional f, no es una función, 
pues al elemento 4 de su dominio le corresponden dos imágenes en el recorrido. 


Osea, г = {(4/2:1),(4;2),(4;3)} no es una función. 


Es decir, la relación inversa de una función no es siempre una función. 

Si el dominio es un conjunto infinito, entonces la función debe indicarse mediante 
una regla o conjunto de reglas que permitan obtener la imagen de cada elemento del 
primer conjunto. ) 

Por ejemplo, si se toma como dominio el conjunto de los números enteros, la 
relación que a cada número entero le hace corresponder el número doble es una 
aplicación del conjunto Z de los números enteros en sí mismo. 

Puede indicársela así: 


f: Z — Z/WxeZ:f(x) = 2х. 


x es la variable independiente o argumento; f(x) es la imagen de x o el valor de la 
función en x. 

En el comienzo de un curso de análisis elemental interesan especialmente aque- 
llas funciones cuyo dominio y recorrido son conjuntos de nümeros reales. Se llaman 
funciones reales de una variable real o funciones escalares. 


Si t В — R/Vx€R: f(x) = 3х-5, 


entonces f es una función real de variable real x cuyo dominio es el conjunto de los 
números reales y cuyo recorrido es el mismo. 
La función anterior puede darse también indicando solamente la regla que per- 
mite obtener las imágenes, quedando sobreentendido que su dominio es R. 


Ех — 3Х-5 


Si el dominio es solamente un subconjunto de R, debe indicárselo especial- 
mente. De lo contrario, se considera como dominio el conjunto de todos los valores 
reales de x para los cuales la imagen de x es también un número real. 


: А 1 : 2-3 
Por ejemplo, si g: x — P se sobreentiende en este caso que el dominio es el 


conjunto de los nümeros reales del cual se ha excluido el cero. Es decir, la función g 
no está definida en el punto cero, o sea, no existe g(0). 
Si se desea dar una función con la misma regla anterior cuyo dominio sea el 
conjunto В, la imagen de 0 debe considerarse especialmente. 
Por ejemplo, 
I six # 0 
h: x => x 
5 Ssi x = 0 


Por supuesto, h es una función distinta de g y la imagen de 0 es totalmente . 


arbitraria. 
De la misma forma, en funciones escalares se sobreentiende, por ejemplo, que 
el dominio de 


S: X > VX 
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es el conjunto de los números reales no negativos, y el de 
t: x — In x (Inx = log, x) 
es el conjunto de los números reales positivos. 
Nota: El símbolo V x indica exclusivamente la raíz cuadrada no negativa del 
número х. 


Precisaremos los conceptos anteriores dando la siguiente definición de función: 
Una relación f entre elementos de un conjunto A y elementos de un conjunto B es 
una función de A en B si y sólo si se cumplen las dos condiciones siguientes: 


1) Ухє A ЗуєВ/ (х;у) єї; 
2) (xy є? ^ (xz)€ef у= z 
Dominio def: D, = A. 
Recorrido de f: Rec, = {у /уєВ л 3xe A/ (х;у) € f). 
Ejemplos 
Siendo A = (abc) y В = lyz) 
1) Si f = ((ay), (by), (су), entonces f es una función de A en B, pues se 


verifican las dos condiciones de la definición. 

.2) Si g = [(a;y) , (biz), entonces g no es función de A en B, pues el ele- 
mento c del conjunto A no tiene imagen en B, es decir, no 86 verifica la primera condi- 
ción de la definición. En este caso se puede obtener una función considerando como 
dominio el conjunto A, = (a,b), el cual verifica: A, CA. 


3) Si h = ((a;y), (a;z) , (Ьу), (c;z)), entonces h no es función, pues no se 


cumple la segunda condición, ya que el elemento a del conjunto A tiene dos imáge- 
nes en B. 


Es decir, se tiene [(а;у)єһ ^ (az)eh'^ y * 2], que es la negación de la 
implicación considerada en la segunda parte de la definición de función. 


EJERCICIOS 


1) Siendo А = га,р,с,4,т) y В = [01123], indicar cuáles de las siguientes 
relaciones son funciones. En aquellas que no lo son, ver qué parte de la defini- 
clón de función no se verifica. 


1 = [(a:0) , (6:0), (с;1), (d;2) , (m;3)) 

9 = а;0), (b;1), (с;2), (d;3) , (m;3) , (с:0)) 

h = [(a;1), (6;2) š 

Siendo f: x — х?—3х+5, hallar f(0), f(3), (—3), f(2x) y f(x—1). 
Siendo 9: x => x?-x, hallar 9(0), g(a), g(a+h), g(x+h) y g(—5). 
Siendo h: x э Inx = log, x, hallar h(e), h(1), h(senx) y h(e%). 


1) Indicar dominio y recorrido adecuados a funciones escalares tales que: 


х» ух-2 gx> ух! (Vx = k) 


2) 


hx »Yx-3 s: х х r X — secx 
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t x — In (3-х) m: x — In |х| n: x — In (x-1) 


1 


ucc 
+4 x? 


q: x — In |x- 1| p: x — 


4) Elegir dominio adecuado para cada una de las siguientes funciones escalares: 


3 y 15 
f: x э у х2-3х+2 gx 2 ES ]= 2. 


їп |x+2| In (x-2) 


ll. Representación gráfica 


Las funciones escalares pueden representarse gráficamente en un plano donde 
se ha introducido un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales. El dominio se 
considera sobre el eje de abscisas y el recorrido sobre el eje de ordenadas. 

La representación gráfica de una función f está dada por los puntos (x:y) del pla- 
no, para los cuales es y = f(x). ` 

Suele usarse el nombre de grafo o gráfico para designar el conjunto de pares 
que pertenecen a la función. Es decir, los términos función, gráfico o grafo funcional 
son, en general, sinónimos. 

Nosotros utilizaremos, por razones de comodidad. la palabra “gráfico” para refe- 
rirnos exclusivamente a la representación gráfica de una función. 

En estas etapas elementales, la representación gráfica. con sus consideraciones 
geométricas, sirve para aclarar notablemente los conceptos abstractos. 


Ejemplos 


1) Sea la función f: x — x-1. 
Su gráfico es el conjunto de puntos (x;y) del plano, para los cuales es y = x -1. 


Obsérvese que la definición de función asegura que cualquier recta vertical corta 
el gráfico a lo sumo en un punto. 
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2) Sea 


2х-3 si x< 4 
g: x 
2 51 х > 4 


d 
| 
| 
| 


. S9 noes una función, pues la recta vertical de ecuación x = 4 corta al grá- 
fico en dos puntos: (42) y (45), es decir, el número 4 tiene dos imágenes: 
Si eliminamos la segunda imagen de 4, por ejemplo: 
2x-3 si x < 4 


2 Si x 54 


entonces h es una función. 


| 
| 
| 
| 


e 


En efecto, ahora la vertical de ecuació Аі 
; On X = 4 corta al gráfico solamente 
en ol punto (455) y 5es la única imagen de 4. š Pos 


5 с ДЕ : 

Рог otra Parte, al construir el gráfico de cualquier función "es conveniente encon- 
(гаг, si existen, las intersecciones del mismo con los ejes de coordenadas. 

La intersección con el eje y, si existe, es única, de acuerdo con la definición de 
lunción, y se obtiene para x = 0. i | 


Es decir, si existe un punto de intersección d afi j 
: el gráfico 
dicho punto es (0:f(0)). : С 


10) 
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Las intersecciones соп el eje х corresponden, si existen, a los puntos donde se 


anula el valor de la función. 
Los puntos del dominio donde el valor de la función es cero reciben el nombre 


de ceros de la función. 
O sea, 
a cero de la función f|= Ка) = 0.. 


Si a es un número real, el gráfico de f corta al eje х en el punto (а;0). 


a, y a, sorrceros de la función g. 


Funciones pares o impares 


En algunos casos, la representación gráfica de ciertas funciones puede simplifi- 


carse, si se tiene en cuenta la simetría de la misma. 
Por ejemplo, si una función f tiene el mismo valor en el punto x y en su opues- 


to (—х), la función es una función par. 


Es decir, f es función par — Vx: f(x) = t(-x). 
El gráfico de una función par es simétrico respecto del eje de ordenadas. 


El gráfico siguiente corresponde a una función par: 


Las funciones f:x — cosx, g:x — Хх“, 
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22 х — |х| son funciones pares. 


En cambio, si los valores que alcanza f en números opuestos del dominio son 
numeros opuestos del recorrido, f es una función impar. 
Es decir, f es función impar сэ Vx: f(x) = -f(—x). 
En este caso el gráfico es simétrico respecto del origen. 
El gráfico siguiente corresponde a una función impar: 


Las funciones f: x — x, g: x — sen x, h: x 5 x? son funciones im- 
pares. 

Con un artificio simple puede demostrarse que cualquier función escalar es la 
suma de una función par más una función impar. 


En efecto, siendo f una función escalar, es 


-iW + f(-x , fo) f(-x 


о) 2 2 
f(x) + f(— f(x) - f(— 
Para h(x) - TONS y gx) = MAA probaremos que h es par y g 
08 impar: 
h(-x) = Aito = h(x) = h función par 
n < mf. 
g(-x) = ( 5 1602 o ы; E E -0(Х) = g función impar 


X goes 


Consideramos, por ejemplo, f: R > R/f(x) 


f(x) + f(—x) 


luscamos la función раг h/h(x) = 2 
2 үрэх | гэлүү? х х 
hx) +3 c Ба ut _ logs 2x?-3' «3 *-2 
E 2 


Luego, h(x) - х?-1+-—- (3*+3 *) 
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f(x) — f(-x 
La función impares 0/0(х) = SACOS 


2 
х 2 х 
х®+з3*-1—[(—°+3 *-1] e Te 
g(x) = AAA = g(x) = 2 
Luego, g(x) = 3 (3"-3 *) 
Por lo tanto, 


f(x) 


lI 


xq Ll (3"-3 9+5 (3-3 7), 
га P O 
h(x) g(x) 


siendo h par y g impar. 


EJERCICIOS 


1) Hacer el gráfico de funciones dadas por las fórmulas siguientes, indicando domi- 
nio y recorrido. 


ms -1 si 0=х= 1 
ЕХ» 2х si 1«х«3 
2 si -1xx«0 
1 -1 si 0зх«2 
gom 3-x si 2=х< 4 
x+1 si 4<x=<5 
: | х-3 si О=х< 2 
X 2-3x si -3«xz-1 
x si -1«x«1 
бх- -1 5 1«х«3 
2-х si З=х=5 
4x-3 8 хе 1 
т: x — -5 5 х-0 
-2х. si Xz-—1 
-4 5 х= 3 
n: x — =2x+1 si x> 4 
-xX Si х= 0 
2 | х2 si хр 2 
шон Х-2 8 х= 2 
| х2+1 si х> 0 
до x'-1 4 х<0 
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2) Escribir cada una de las siguientes funciones como suma de una función par y 
una función impar: : 


a) f(x) = sen 3x — х2 + x + 5 b) fx) = x + ех — 3 


III. Funciones definidas explícitamente 


Una función escalar puede ser definida por cualquier recurso que permita hallar, 
para cada punto de un dominio determinado, el valor de la imagen correspondiente. 

El método más común es, como ya se ha dicho, dar una regla, o varias, que 
permitan determinar f(x), conocido x, directamente mediante una sustitución numé- 
rica. Es el caso de las funciones definidas en forma explícita. 

Por ejemplo, si f: x — x?-«sen x, la función f está definida explicitamente 
por la expresión anterior. 

Suelen llamarse funciones transcendentes las funciones exponenciales como 
0:х — а* (a > 0), las logarítmicas como h:x > Inx(log,x) las trigonométri- 
Cas, etcétera. 

Si bien la terminología anterior es ütil para introducir el tema, ei concepto moder- 
no de función lleva a prescindir de esquemas rígidos. Se prefiere dar amplia libertad 
para la construcción de funciones, con la única exigencia de respetar la definición. 

Presentaremos, a continuación, algunas funciones definidas en forma explícita, 
cuyo uso es Muy Común en el cálculo elemental. 

Sin embargo, se aconseja al lector "crear" sus propias funciones hasta conse- 
Quir manejarlas con soltura. 

Algunos ejemplos de funciones usuales son: 


1) Función constante 


f es una función constante si y sólo si 3keR/vx f(x) = k. 
Su gráfico es una recta horizontal. 


8) Funolón idéntica 


Гев la función idéntica sobre R si y sólo si cada nümero real admite como ima- 
Ө! а ово mismo número real. Es decir, Vx: f(x) 2 x. 
Hu gráfico es la recta que incluye a la bisectriz del primer cuadrante. 
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3) Función valor absoluto 


fes la función módulo o valor absoluto si y sólo si vx f(x) = |х|, de acuer- 
do con la definición dada en el capítulo 1. 

Su gráfico está formado por las bisectrices del primero y segundo cuadrantes, 
pues los valores de f son no negativos. 


4) Función signo 


La función signo está definida por la regla siguiente: 
Vx: sgn x = К 
х 


Su dominio es el conjunto de los números reales, del cual se excluye el cero. 
Su gráfico está formado por dos semirrectas horizontales, cada una sin su origen. 


56 


Nota: Algunos autores prefieren definir la función signo de la siguiente manera: 


1six>0 
sgn х = Оѕіх= 0 
=1six<0 


En este caso el dominio de la función es R. 
5) Función parte entera 


Se llama parte entera de un número real x al menor de los números enteros 
entre los cuales está comprendido si x no es número entero, y al mismo número 
x si éste es entero. 

O sea, parte entera del número real x es el número entero e si y sólo si 


е<х<е+1. 
Si x es número real, su parte entera se designa епі (х). 
Así, 
ent(1,6) = 1; ent(0,4) = 0; ent(-3,7) = -4; ent(-0,2) = -1; etcétera. 


La función “parte entera” o “piso” es la que a cada número real le asigna, como 
imagen, su parte entera. 
Es decir, 


f: x э ent(x. 


Su gráfico es escalonado, formado por segmentos horizontales a los cuales по 
les pertenece el extremo derecho. 


Su dominio es R y su recorrido es Z. 


0) Función mantisa 


la función mantisa se define de la siguiente manera: 
mantx:x — x-—ent(x) - 
Asi: mant (0,3) = 0,3-0 = 0,3 
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mant (5,7) = 5,7-5 = 0,7 
тат (-0,6) = -0,6 - (-1) 
mant (-2,8) = -2,8 – (-3) 
etcétera. 


II 


0,4 
0,2 


Su dominio es R y su recorrido es [0;1). 
7) Funciones trigonométricas o circulares 


En trigonometría se consideran seis funciones trigonométricas: seno, coseno, 
tangente, cotangente, secante y cosecante, definidas mediante recursos geométri- 
cos. Su utilización es importante по sólo en geometría sino en física y en matemática 
aplicada, en especial por su periodicidad. 

Pueden definirse también en forma analítica utilizando series o integrales, y se 
llega en todos los casos a las mismas funciones. 

Indicamos a continuación sus propiedades más comunes y el gráfico de algunas 
de ellas. 


sen? x + cos?x = 1 sen (2x) = 2 sen x cos x cos (2x) = cos? x — sen? x 


¿esa E мер сыыс 00220 
2 2 
T п 
sen— = 1 os0=1 соз—=0 tg0=0 
2 аас 2 9 


Las fórmulas anteriores pueden completarse con otras similares recurriendo a 
cualquier libro elemental de trigonometría. 


58 


T = 
р -Їх/хєн л х * ne) Rec, = R 


tg 


Dag = X/XER л х+ пт) Ret, = R 
ф Consideremos las funciones siguientes: 
T 
a). f: x — sen — 
x 
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Busquemos, primero, los ceros de la función que, como ya se ha visto, son los 
números del dominio que anulan el valor de la función. 
En este caso, 


0) =0 х= 1. ^ne Z- {0} 
Еп еѓесіо, 
л 


n x 


= пту sen (п т) = 0. 


Por otra parte, el mayor valor que 
mento real, es el número 1. 
Resulta: 


puede alcanzar la función seno, para argu- 


En efecto, 


T " 
Senec t sp 22522504 Бүрж 
x x 2 


También interesan los puntos del gráfico donde la función seno alcanza el menor 
valor, que es el número -1. 


Resulta: 
f(x) =-1 => х= — 2 
4n+3 
En efecto, 
sen Č = -1 œ Z= 32 Lonz A nez. 
x -x 2 


Además f ез una función impar, y su gráfico es simétrico respecto del origen. 
b) xsenY si x *0 
fx X 


0 Six-0 
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Мм р ---------- 


f esuna función par, pues Vx: f(x) = f( x). 
8) Funciones hiperbólicas 


Estas funciones son seis y se denominan: seno hiperbólico, coseno hiperbólico, 
tangente hiperbólica, etc. Se las designa, respectivamente: sh, ch, th, etcétera. ; 

Se obtienen combinando funciones exponenciales cuya base es el número irra- 
cional е = 2,7182... 

Se las define asi: 


x — ех ex ex 
sh x = E ch x = 
2 2 
х 2 ех ех + e™ 
: thx = coth x = x = 
x рех proe 
h 2 cosech x = 2 
SOLE ex + e* ex es 


Se demuestra inmediatamente, utilizando las definiciones anteriores, que: 
ch? x - sh? x = 1 ch? x + sh?x = ch (2x) 2shx chx = sh (2x) 
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9) Función lineal 


Ех ax+b. 


Su gráfico es una recta de pendiente a que corta al eje de ordenadas en el | La parábola tiene como eje la recta de ecuación x = 1 y como vértice el 
punto (О). e punto (1;4). 

La función constante, vista anteriormente, es un caso especial de la función : 58 
lineal donde а = 0. También lo es la función idéntica para a = 1 y b = b) Sea h: x ^ 2x -x«1. 


5 2 X 2 24 pa eb peche sees 
Ejemplo i h(x) = 2(х >) +1 = h(x) = 2(x Lx) 8 (х) ( 1) С 
3 
fx =x- 1 
>р 
eje: x = 2 
Je: 4 
ctun 
vértice: (чту) 
10) Función cuadrática : 
c) Sea g: x => -3x*+2x-1. 
f x — ax°+bx+ : ; 1 1 
AS O g(x) = -3 (e-x)-1 > g(x) = -3 (eR) > 
El gráfico es una parábola cuyo eje y vértice se determinan fácilmente mediante 3 
el procedimiento de “completar el cuadrado". | 125. 32 
с > 9(х) = -3 (х=) = 
а) Sea f: x — х2 -2х+5, 


f(x) = х2-2х+5 = f(x) = (х2-2х+1)+4 > f(x) = (x-1)2+4 
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eje: x = 5 
vértice: (+ = 2) 


En este caso, por ser negativo el coeficiente de x?, la concavidad de la parábola 
está dirigida hacia el eje negativo de ordenadas. 

En general, la parábola correspondiente al gráfico de f: x — a(x—-h)?+m tie- 
ne por eje la recta de ecuación x = h y por vértice el punto (һ;т). La concavi- 
dad es positiva si а > 0 y negativa раа а < 0. 


11) Función polinómica 


1 La función lineal y la función cuadrática son casos especiales de funciones poli- 
nómicas del tipo 


. n | n 1 
f: x — ах" +a, ‚х T+... +a (V,: a, €R). 


Es de especial interés, para construir el gráfico de una función polinómica, cono- 


cer las raíces reales del polinomio correspondiente, o sea, los ceros de la función, 


pues indican los puntos en que el gráfico corta al eje de abscisas. 
Sea f: x — (x-1)*. 
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El número 1 es una raíz de orden cuatro* del polinomio f(x) = (x-1)*. Luego, 
pero no lo atraviesa. Esto sucede siempre que 


el gráfico corta al ejexen a = 1, 
la raíz es de orden par. A I | 
En cambio, si se trata de una raíz de orden impar, el gráfico atraviesa al eje en 


dicho punto. 


Sea f: x => (x-2). 


En el punto (2:0) el gráfico atraviesa al eje de abscisas. 


Otro ejemplo: 


f: x > (х-2)3 - (+19. 


y = (x — 2)*- (x + 1)? 


-8 


*Nota.El número r es raíz del polinomio р(х) si y sólo si р() = O. La raíz r es de orden m 
(o tiene multiplicidad m) si y sólo si р(х) es divisible por (x — r)" y no lo es por (x — n”+**- 
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Еп (2:0) el gráfico atraviesa al eje de abscisas, pues 2 es raíz de orden impar. 
En cambio, en (-1:0) no lo atraviesa, pues – 1 es raíz de orden par. 


12) Funciones racionales 


aX ay X" Ба, 8g 
бүх" + b, x" + ... + b,x + b, 


[хе (Dm +0 A m> 1) 


El dominio de f excluye los valores que anulan el denominador. 
| Para hacer el gráfico es necesario observar en primer lugar si numerador y deno- 
minador tienen factores comunes. En ese caso pueden simplificarse, indicando la 
función con una nueva regla donde se aclare el dominio correspondiente. 


X12 ^ También fx > x-2 A x-2. 


S 2, е es la recta de ecuación у = х-2, de la cual se excluye el punto 
-ёг-4). 1 
ñ х+3 
Sea 9: x > y También g: x => A X £ —3. 


y = 9(х) 
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En cualquier entorno reducido del punto х = 3, el conjunto de valores de g no 
está acotado. Se dice que la recta de ecuación x = 3 es una asíntota vertical al 
gráfico de g (este concepto se aclarará al considerar límite). 

Como 3 es raíz de orden impar del denominador (previamente simplificado), los 
valores de la función cambian de signo en un entorno conveniente sobre el eje de 
abscisas a derecha e izquierda del punto x = 3. 


1 


Seah:x => erai 


Como 1 es raíz de orden par del denominador, si se considera un entorno conve- 
niente sobre el eje de abscisas a ambos lados del punto x = 1, la función toma en di- 
cho entorno valores de! mismo signo. 

Como hemos dicho anteriormente, es aconsejable que cada uno decida “crear” 


sus propias funciones. Una forma interesante de hacerlo es utilizar la definición de va- 
lor absoluto. А 


Ejemplo 1 


Sea f: R > R/f(x) = [x-4]+|x+2]. 
En el dominio R debemos considerar dos puntos críticos: —2 y 4. 


-2 0 4 
Para x«-2 es x- 4| = —x+4 л |x«2| = —x—2 por definición de valor absoluto: 
Para -2zx«4es x-4|2 -х+4л4к+2|= x 2. 


Para x=4 es x-4| = x-4 ^ |x+2| = x+2. 

Luego, f(x) = -x+4-x-2 si x«-2; 
f(x) = -х+4+х+2 si —2<x<4; 
fx) = x-4+x+2 si х>4. 

Por lo tanto, 


—2x42 si x«-2 


Exo 6 si —2xx«4 
2x-2 si x>4 
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Ejemplo 3 


Sea Ех — 3- |x?- 1|. 
En este caso los puntos críticos del dominio son 1 y — 1, que hacen Ю2-1| = 0. 


x<-1 = x2-1>0 > |x?-1] xi-1 => f(x) = 3-x2+1 
1<х<1 = x?-1<0 > |2-1| = –х2+1 > f(x = 3432-1 


х>1 = х2-1>0 э |2-1|- x-1 = f(x) = 3-x2+1 


4-2 si x«-1 
Osea, f: х => х2-2 si —1<x<1 
4-х2 si x»1 
El recorrido de f es {у / уг 6). : | 
Obsérvese que hemos utilizado la siguiente definición de valor absoluto: 


У | 
A 4x2 si k|>1 i 
В-азах0л--азн ac También, f: x > Í. х2+2 si [х|<1 3 
Nada cambia si se considera |а| = a si a>0 A lal= —a si a<0. O sea, no se 


alteran los valores que alcanza la función en los puntos críticos. 
Ejemplo 2 
Seaf: x — 1-|х+2|+{х—3|. 


El dominio de la función es R y podemos considerar tres subconjuntos del mismo: 
ix/x«-2) pues x-2| = -x-2 a |Ix-3|=-x+3 si х«-2 


D, = (x/ -2xx«3) pues|x«2| = х+2 л |x-3]- -x+3 si —2<х<3 Rec, = {y/y=3} 
Оз = {х/х>3} pues |x+2| = х+2 ^ [х-3|=х-3 si x>3 
Funciones definidas implícitamente 
Luego, 
e D, entonces f(x) = 1+x+2-x+3: Sea F(X;y) una expresión en dos variables x e y. 
Six € D; entonces f(x) = 1-х-2-х-3: Por ejemplo: 
Si x € D, entonces f(x) = 1-x-24x— f 
3 (9 9 Е(ху) = y+3x-1. 
6 si x«-2 : È NE 
Resulta f: x — -2x42 si -2<x<3 y Una función f es solución de la ecuación F(xyy) = 0 si y sólo si Vx: Р(х х) = 0. 
=4 si x23 En este caso, se dice que la función f está definida implícitamente por F(x;y) = 0. 
Sea Fy) = 2xy — Зу + 1. 
De la ecuación 2xy-3y41 = 0 
^ puede despejar 1 
š Эл 2x-3 
Por lo tanto, F(x;y) = 2xy-3y+1 = 0 define implícitamente una función f cuya 
El recorrido es Rec, = [-4;6]. expresión explicita es 
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1 


fx - i 
2x-3 


Algunas veces no es posible hallar.la- expresión explícita de la función indicada. 

En otros. casos, una expresión en dos variables puede definir más de una función. 

Si Foxy) = x?-- y? — 4, entonces F(x;y) = 0 puede detinir implícitamente dos 
funciones distintas: 

Ex > 4-x?, 


4-x We gus = 


cuyos gráficos son respectivamente las semicircunferencias siguientes: 


También puede suceder que una expresión en dos variables no defina implícita- 
mente a ninguna función (con dominio no vacío). Por ejemplo, esto sucede si 
Foxy) = x2 + y? + 1. En este caso, F(x;y) = 0 no se satisface para ningün par (x;y) de 
nümeros reales. 1 


EJERCICIOS 


1) Hacer el gráfico de f:x ent(x)-4 


2) Hacer el gráfico de las siguientes funciones lineales, indicando las intersecciones 
con ambos ejes. U 


Ex — Зх 9:х — 4Х-1 hix Эх+5 


MX ә —2x+4 nix => -— qe2 tx >= -x-2 


3) Hacer el gráfico de las Siguientes funciones cuadráticas. Completar previamente 


el cuadrado para hallar la ecuación del eje y las coordenadas del vértice de cada 
parábola. 
"Ex — хХ2-6х-14 


9:х — -х2-4х-1 h:x => х2+10х+23 


mix — -х2-3 nx > —x2+2x+2 


2 


X 
* 4x11 
3 


tx — х2-6х-11 


[X — 2х°—-12х+22 six 


р:х — –2х2+4х+3 
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4) Hallar los ceros reales de las siguientes funcion 


indicando las intersecciones con ambos ejes. 


Ex — х2-3х-1 О:Х > x3—2x2—5x+6 


m:x — х3+3х2-х-3 mx o x5-16x3 


пх > x3-x2-4x+4 six — х5-3х3-0х2-5х 


5) Hacer el gráfico de las siguientes funciones, indicando 


x+4 4х-1 К Зх +1 
: DX 
x-2 duet 2x41 Бо x+4 


Lx — 


es polinómicas y hacer el gráfico 


h:x — х3 +4х2 9х 36 


tx — х3-3х2-4 


dominio y recorrido. 


2x-5 
4x 1 


-» 


6) Hacer el gráfico aproximado de las siguientes funciones, indicando el dominio. 


х2-25 
ROUTE 


tx 2-8 9:х “ГҮ 
tx хой Lx > > 
х2-16 х° +1 


(х—1) (х+3) 


hx 2-5 
8:Х-» 1 
| (x-2) 


7) Hacer el gráfico aproximado de las siguientes funciones, indicando dominio y re- 


corrido. 
x-1 х3-х2-х-1 
f: x бт == gi: X => ————— 
x“+2x-3 х-1 
3 22 
-X*tx-1 x 
[зу КеП REX > ——— 
x—1 2x* —3x 
?—3x-4 х-3 
Бх, A E e. 
х2-5х-4 х2-х-2 


8) Graficar y hallar el recorrido de cada una de las siguie 
Бх-» Ix-5| - x«3|-1 
h:x — |x-3] - х-1|-3 


5:х => Ix?-4|- 1 


9) Idem para 

2х-1| si x«-1 
4-х| si —1<x<5 
Ж-3| si хэ5 


Ex => 


Ф 10) Indicar dominio adecuado, graficar, hallar intersec 


recorrido de 
ї x=1 
E > 
A x Бэ! 


х2-х-2 


h:x => 
x-2 
nx 
x?-x 
р:х х 
ai Eam a 
х2-х-6 


ntes funciones de R en Н: 


g:x — 3|x-1| - |2x] 
m:x — |2х—4| + Х-51-1 


tx => | 2-х| 


ciones con los ejes y dar el 
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2х 
|х+3] 


4 11) idem para f: x > 


Í xc а 
e 12) Idem para f: x => 835 
e 13) Ídem рага х = In|x— 1| 
Ф 14) Ídem para f: x — {in x| 
Ф 15) Ídem рагах — 21 


_ хад 


| f: 
€ 16) ldem para FEET 


i 


Ф 17) Ídem para f: x > kai | c3 | 
* 18) Ídem parat: x — x? «2x 1|-25k--4|- x? -1| 

Nota: Si algunos de los ejercicios propuestos en esta seccion resultan demasiado compli- 
cados a esta altura del curso, puede volverse a ellos más adelante y realizar el estudio completo 
de cada una de las funciones elegidas. 
IV. Clasificación de funciones 
1. Funciones sobre o suryectivas 

Hasta ahora se han considerado funciones de un conjunto en otro, donde el 


recorrido puede ser una parte del Segundo conjunto. Si, en cambio, para una función 
f de A en B el recorrido coincide con el conjunto B, entonces f es una aplicación de 


A sobre B. 
О sea, БА — B es una aplicación de A sobre B si y sólo si 
Rec, - B. 
Por ejemplo, 
Ex — 5x-1 
es una función del conjunto R sobre sí mismo. 


9:2 — Z/VXx€Z:g(x) = 5x 


no es una función sobre el conjunto de los nümeros enteros, ya que el recorrido está 
formado exclusivamente por los nümeros enteros que son mültiplos de 5. 


h:x > senx 
B * t 
es una función que aplica el conjunto R sobre el intervalo [—1;1]. 
Obsérvese que, de acuerdo con las definiciones que hemos adoptado, una fun- 
ción siempre lo es sobre su recorrido. 
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2. Funciones inyectivas o “uno a uno” 


En una función, un mismo número real puede ser imagen de distintos elementos 
del dominio, como sucede en f: x — x?, donde, por ejemplo, 4 es la imagen de 2 y 
también de —2. 1 

Si se exige que cada elemento del recorrido sea imagen de un único elemento 
del dominio, entonces la aplicación es inyectiva. 

O sea, 


бА — В 
es inyectiva o “uno a uno” si у sólo si 
Vae A Vbe A: (Қа) = ҚЫ) = а= b) 


o su contrarrecíproco: (a + b = Қа) + f(b)) 

Es decir, una función inyectiva asigna a elementos diferentes del dominio ele- 
mentos diferentes del recorrido. 

Geométricamente, si la función es inyectiva, una recta horizontal corta al gráfico 
a lo sumo en un punto. 

Como ya se ha dicho, 


fix x? по ез inyectiva, 
pues 


Vx € D:(f(-x) = f(x) ^ x + -x (six = 0)). 


Para negar m inyectividad basta exhibir un contraejemplo. Es dede 
f no inyectiva «> Зає А 3be А: (На) = f(b) ^ az b).- 
En el caso anterior, por ejemplo, 
323-2/1(2) = (-2) ^. 2 Z -2. 


Si consideramos otra función f,, definida por ta misma regla anterior, pero cuyo 
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inversas son también funciones biyecti 


ser una función. Solamente si f es bi 


74 


dominio es el conjunto de los números reales n 


О negativos, entonces f, es una fun- 
ción inyectiva. i 


PS La función f, cuyo dominio es un subconjunto del dominio de f es una restricción 
ef. 


Es decir, f, restricción de f сэ f, cf. 


3. Función biyectiva o “uno а uno sobre” 


f es una función biyectiva si 
queda establecida una correspon 
Sea f:x — х3. 


Y Sólo si es inyectiva y suryectiv 


a. En este caso 
dencia biunívoca entre A y B. 


f es biyectiva de R en R. 


Las funciones biyectivas tienen extraordinaria importancia, pues sus relaciones 
vas. 
Es decir, como ya se ha visto, si f es una función, su relación inversa puede o no 


Š yectiva su relación inversa es una función. 
ea 


A = fab} , B= l) y f = ((ay),(by) 


f es una función de A sobre B que no es inyectiva. 


La relación inversa g = ((y;a) , (y;b)) no es función de B en A, pues no se cum- 


ple la segunda condición exigida en la definición de función de que la imagen sea 
única. 


Sea 


A E {a,b} 1 В = ty.zk y fc ((a;y) , (6;2)). 


f es una función inyectiva de А еп B que no es suryectiva. 


B 


La relación inversa g = ((y;a), (z;b)} no es función de B en A, pues по cumple 
la primera condición de la definición de función, ya que el elemento k de B no tiene 
imagen en A. 


Sea 
А = (ab) , B = (yz) y f = ((ay).(bz). 


f es una función biyectiva de A en B. 


В = Rec, 


La relación inversa g = ((y;a) , (z;b)) , función biyectiva de B sobre A, se deno- 
: : d 
mina función inversa de f y se designa con el símbolo f~’. 


O sea, 


9 = f' yademás D, = Rec,, л Rec, = D,.. 27 
De acuerdo con los ejemplos anteriores, puede probarse que la condición nece- 


saria y suficiente para que la relación inversa de una función f sea función biyectiva es 
que f sea biyectiva. 
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9 Теогета 


Sea f una función у д su relación inversa: f es función biyectiva si y sólo si ges 
función biyectiva. 


Demostraremos la implicación directa: si f es una función biyectiva, entonces su 
relación inversa g es función biyectiva. 
Sea 


БА- B y g:B >A. 


Además, 
g = {(6;а) / (а) єї} y fbiyectiva. 


Queremos probar: 


1) g es una función; 
2) д es biyectiva. 


B = Rec, = D, 


E Para que 9 sea función deben verificarse las dos condiciones de la definición de 
unción. 


Primera condición 
Al ser f función de A sobre B, 


tes de los pares de f y, 
Es decir, 


todos los elementos de B son Segundas componen- 
por lo tanto, primeras componentes de los pares de g: 


Segunda condición 
Al ser f inyectiva: 
(аюрєї A (24) єл b= d > a=c (1). 
Pero, por definición de Been inversa: 
(a;b) e f — (28) Є9 y (са)єї e (d:c) € g. 


Reemplazando en (1), queda: 


(б;а)є9 л (dic)eg A b= d> a-c, 
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que asegura la unicidad de la imagen. 
Por lo tanto, g es una función de B en A. 


2) Para que g sea biyectiva basta probar que es sobre A y que es inyectiva. 
Primera condición | 
А! ser f una función y g su inversa, es 
D, = Rec, = A. 
Pero si el recorrido de g es A, la función g es sobre A. 
Segunda condición 


Por ser f una función, se cumple, de acuerdo con la segunda parte de la defini- 
ción, que: 


(aib)ef a (cidjef K a=c = b=d. 
Luego, 
(biajeg ^ (dicjeg ^ a2c > b-d, 


y la función g es inyectiva. 
La demostración de la implicación recíproca es completamente análoga. 


Definición 


Si f es una función de A en B se llama función inversa de f a la función 1! de 
BenA/VxeAVy c E 


F [109] = x ^ (f^ (y)] = y. 


Por el teorema anterior, dicha funcion inversa existe y e$ unica si y sólo si f es 
biyectiva. (En el teorema es g = f~.) I 


Ejemplos 
1) Seaf: x — 3x- 1. 
f es una función biyectiva del conjunto R en sí mismo. Por lo tanto existe su 


función inversa #1. 
El recurso más sencillo para encontrar la regla que defina a f“1 es escribir 


y +1 


y = Зх – 1 ydespeja х = 3 


Resulta 


f^:y > улык 
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Es costumbre, al 


1 anotar la regla - "A : A Та 
variable. gla que corresponde a f 1, llamar también x a la Como se ha indicado al comienzo de este ejemplo, la función inversa de la fun- 
O sea, ción seno es la función arco seno. Preferimos emplear esta notación para designar la 
función inversa de la función seno y no la notación sen" !, que suele usarse en los 
Ex 3 Г libros modernos у en las calculadoras, у que puede confundirse erróneamente con la 
-X > 3х – 1, 
Pres XE función cosecante, en la cual Vx + пт: cosecx = = (senx)'. 


sen x 
Por las mismas razones la función inversa de la función coseno se designa arco 


El gráfico de f-! р coseno, etcétera. 


uede construirse medi 
de la recta de ecuació SE 


үз nte simetría del gráfico de f respecto 


Ч) Sea Ёх —> ех. fes biyectiva sobre el conjunto de los nümeros reales positivos. 
fl: x — In x. 


2) Зеа ех => Sen x. | 
f no es función biyectiva. Puede considerarse un 
nio sea el intervalo [- SERE 

2 

O sea, 


а restricción de f cuyo domi. 4) Sea fx shx f es biyectiva en R. 


f':x — argsh x. 


DES оо 


27 


1. 
4 :X ~ arcsenx. 


Utilizando la definición, puede probarse que 


argshx = In (x + Ух? + 1). 


| En efecto, 
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ў yr y 
у = argshx < shy = xe —— = x ee-e!-z = 0. 


Multiplicando ambos miembros por е”, resulta: 
e? —1-2xe! = 0 < (e")? -2x(eY)-1 = 0. 


La igualdad anterior es una ecuación cuadrática en e”, que resolvemos aplican- 
do la fórmula: : us 
2x+V 4х2+4 


5 €» eY = xc x +1. 


eY = 
Siendo Vy: eY—0, solamente aceptamos la solución e” = х+\/ х?+1. 
Por lo tanto, y = In (x + V x2 + 1), о sea, arg sh x = In (x 4 x? + 1) 
Una fórmula análoga se obtiene para y = argchx. 


Las funciones inversas de las funciones hiperbólicas y trigonométricas se utilizan 
frecuentemente en el cálculo de integrales. 


* Restricciones 


Dada una relación binaria, llamamos restricción de la misma a cualquiera de sus 
subconjuntos. 
Es decir, para la relación 'R S AxB, R, es una restricción de R si y sólo si 
RER. : 
En algunos casos, dada una relación binaria que no es función, interesa hallar 
restricciones que lo sean, como ya hemos visto para funciones definidas en forma 
implícita. 


Ejemplo 1 
Consideremos la siguiente relación definida en R: 


R = (xy)/x*- y? = 1). 


Su gráfico es una hipérbola equilátera, su dominio es D = {х /|х|>1} y su re-. 


corrido es R. 
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a) Busquemos una restricción que sea función. 

Por ejemplo, f, = {(х;у) /x?^-y? = 1 л у>0}. 

Se trata de una restricción de R pues f, C R. En efecto, 
viy): (ху) € f, = (xy) ER). 


El dominio también es D = (x/|xjz1), pero el recorrido es В+ у {0} = 


= yl yz 0j 


La misma función puede anotarse f, = (ху) /y = ух? - 1). 

Otra restricción funcional es f, = xy /y = - Vx — 1}. 

En este caso, para el mismo dominio, el recorrido es R^ U {0} = {y / y=0). 
También es otra restricción funcional de R la siguiente: 


f, = (01:0), (-1:0)) con dominio {1,—1} `y recorrido 10). 0 
р) Busquemos una réstricción de Ё que sea función inyectiva. 


Por ejemplo, 9, = {(х;у) / x -y? = 1 л yzD л x=1) es función inyectiva de 
AenRparaA = {х/х>1}. 
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| Por lo tanto, h es biyectiva y admite función inversa h ', también biyectiva, 
Парето = (1:0),(-25/ 3) (32472) con dominio D = 11,253). siendoh ! = { (х;у) /(у = VIH A x=0) v (у= -V1*x? 4 x<0)). 
c) Queremos dar ahora restricciones de Җ que sean funciones biyectivas. | 


Las funciones 0, y g, del punto b) son funciones biyectivas si elegimos adecua- 
damente el segundo conjunto: 


g, es biyectiva de A en В u (0), 
0, es biyectiva de D en {0, V 3,2 v 2}. 


Otra restricción funcional biyectiva de 'R puede darse con el siguiente conjunto: 


h = {(ху) / (у = Vx — 1 л x=1) у ly=- Vx – 1 A x<-1)) 


El dominio de h^! es R y su recorrido C = В – [- 1:1). 


Ejemplo 2 
Definimos en Н la siguiente relación binaria: 


xRy < 4x?+ 9y? = 36. 


2 2 2 жез 
О еа, R= (ху = qa 2 - 1}. 


Su dominio es С = [xI|x| >1 v x = 1}. Su recorrido es R. Demostraremos que Su gráfico es una elipse, su-deminio el intervalo cerrado [-3;3] y su recorrido 
h es biyectiva de Сеп Н. el intervalo cerrado |-2:21. 
1) hinyectiva «ээ Vx, Vx,:(h(x,) = h(x;) = x, = x). 
Para x=1: 
h(x,) = hào) => V x7-1- v/x?-1 > х2-1-х2-1-э 
= x! zx? э sl = x, = x,, 
pues x,>0 л x,>0. 


Parax<-1: 
h(x,) = Һа) => МТ = -VxXZCT= x2-1=<x2-1=> 

= хүл? >» lx, | = „| = ы х 
pues x, «0 л х,<0. 


También resulta x, = x, y h es inyectiva. 


2) h es sobreyectiva en В сэ VyeR3x€C:y = ho. 
Si y=0, entonces x = Y 1 + y?. 


Si у<0, entonces x = -V 1 + уг. 


UX, = х, 


а 


= 


Hallar tres restricciones distintas que sean funciones con el mismo dominio [-3;3]: 
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f, = ((ху)/4х2-9у2-36 л уг0) Recf, = [0;2] 
f, = (ху)/4х2-9у2-36 л у<0} | Recf, = [-20] 
e Loy 1 ( = 239-52 ^ 0=x=3) v Recf, = (—2;2] 
v (v -- zy 9-х? A -3=x<0) } 
b) Hallar una restricción de R que sea función inyectiva: 
9 = fs - {(-3;0)}} D, = (-3:3] Rec, = (-2:2] 


с) Hallar dos restricciones de R que sean funciones biyectivas y dar las funciones 
inversas: 


h, = 1e» /у = EE ^ 0=х=3) 


Оһ, = [0;3] Rech, = [0;2] 


нуу (буу = 3У 4-X* ^ 0=x=2J 


h, = (6:9. (0:2), (2; as) D = (802) Rem, = (02, 25) 
h, ! = 1e» , (2:0), (2255) 
$ Conjuntos numerables 


Las funciones biyectivas tienen extraordinaria importancia no sólo Para asegurar 


la existencia de la función inversa, sino también para determinar el número cardinal 
de un conjunto dado. E 


En efecto, se dice que dos con 


coordinables o equipotentes si ув 
mismos. 


Por ejemplo, los conjuntos A = (5,6) y В = {c,d} son coordinables, pues 
existe una aplicación biyectiva entre ambos. Así, la función f/t(5) = с y f(6) = d 
es una función biyectiva de A en B y el número cardinal de ambos conjuntos es “2”, 

La noción de número cardinal puede extenderse también a conjuntos infinitos, y 


dos conjuntos infinitos tienen el mismo número cardinal si y sólo si existe una aplica- 
ción biyectiva entre ambos. 


Cantor propuso el símbolo Ro 
conjunto de los números naturales. 


juntos tienen el mismo número cardinal o son 
Ólo si existe una áplicación biyectiva entre los 


(aleph cero) para designar al número cardinal del 
Definición 
Un conjunto infinito C es nume 


los números naturales, es decir, si 
Puede probarse que el conjunt 


rable si y sólo si es coordinable con el conjunto de 
existe una aplicación biyectiva de C en N. 
o P de los números pares positivos es numerable. 
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En efecto, la función f: P — М/ Vx: f(x) = > x es una función biyectiva en N. 


Análogamente puede verificarse, eligiendo convenientemente una función bi- 
yectiva en N, que el conjunto Z de los números enteros es un conjunto numerable. 

El conjunto Q de los números racionales, a pesar de ser un conjunto denso en sí, 
es un conjunto numerable. A T 

Es decir, es posible establecer una aplicación biyectiva de Q еп N. | | 

Para obtenerla puede recurrirse al proceso siguiente, llamado de diagonali- 
zación. | ‚ 

Consideremos el siguiente esquema, en el cual se ubican todos los números га- 
cionales positivos: 


З - 4 DA MED 


N 1 
N 


N 

n| 
N 

N |o 
N 

N| 
N 


N 


ajuenv]o n|- 


Ahora podemos numerar los elementos del cuadro anterior siguiendo el orden 
marcado por las flechas y omitiendo los números que aparecen repetidos. 
Se obtiene así la sucesión: 


AU UNUS E LE ) 
ETTET д>” ўз 


a cuyos términos podemos designarlos: 


aaa са 


iÁ . . . б т . | ^ ros 
Luego, la sucesión (0; a}; —a,; a4; —а„; ...) contiene a todos los número 


racionales, y puede establecerse una aplicación biyectiva de О ёл N de la siguiente 
manera: 


- Por lo tanto, el conjunto Q es numerable. 
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Sin embargo, no todos los conjuntos infinitos s 
El conjunto R de los números reales noe 
guna aplicación biyectiva de R en N. 

Para demostrarlo puede probarse 
junto (0:1) C R. 


on numerables. 


ormado por los infinitos nümeros reales com- 
prendidos entre 0 y 1 fuera numerab 


guiente manera: 


n = 0,4, а, а, а ёз ...... d л. 
Nn = 0,b, b; b, b, Био Dass. 
ns = 0,с, 2 PRO omes Ao 
n, = 0,d, d, ааа 58842222 duo eere 


Puede construirse ahora 
terior. 


El número x = 0, 
te forma: 


un nümero x € (0:1) que no figura en la Sucesión an- 


Хү X2 X X, X5 Ха XY RT Se construye de la Siguien- 


En primer lugar, ninguna de Sus cifras es 0 ni es 9, y, además, 


УВЕ ЕРА AX, ПА 


Por lo tanto, хє (0;1), pues como ninguna de sus cifras es 0 піеѕ 9х#0у 


х + 0999... (0,999... 1) 


es también un conjunto nume- 


Tampoco es numerable el conjunto de los números irracionales. 


EJERCICIOS 


1) Indicar si las siguientes funciones son inyectivas 


70 Suryectivas: a) de Z en 2, 
b) de Q en Q: c) de R en R. 


f: x — 2x-1 
9: x — 5x 
h: x > x? 
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5 numerable. Es decir, no existe nin- 


А i i i funciones, anotar sobre qué 
2) Indicar cuáles funciones son biyectivas. Para esas ЭМ 
conjunto y dar f”*. Hacer ei gráfico de ambas utilizando sim : 


f: x — cos x О=х= т 
9: X  Vx-1 

h: x — log x (log,, x) 

t x  2x?— 1 


3) Indicar dominio y recorrido de las Siguientes funciones biyectivas y de sus inversa: 


1 


2x— 3 


7 Q у 
1 
х 
O 


DX 
u x+3 


4x — 1 
7 х * 4 


4) Graficar la siguiente relación, definida en R: 
xRy e 4у? – х? = 9 
a) justificar que no es función: ERO " LN 
D dar una restricción que sea función indicando dominio MADE 
©) dar una restricción que sea-función no inyectiva y се РЕА 
4) dar una restricción que sea función biyectiva y demostrar que lo es e 


juntos elegidos. Dar la función inversa. 
“ss 
5) МетрагахЖу e y? = x+4. 


V. Algebra de funciones 
Funciones iguales 


Е XN : s ES 
Dos funciones son iguales si y sólo si están formadas por los mismos pa 
ordenados. 
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f = g — D, = D; л Vxe D;: f(x) = g(x) 


Sean 


fix > (+ 3) (х – 3) 
x— 3 
y ФХ-х-3 
f y g no son funciones iguales, pues el par (3;6) £ f 


5 n consideramos una restricción de g, de cuyo d 
entonces se obtien ió i 
е unà nueva función 9, igual a f. 


9,⁄:X— X+3 A X#3 


calares pueden i 
Р р combinarse para obtener nuevas funciones 


1. Suma de funciones 


La función h es la Suma de las funciones f Y 9 Si y sólo si: 
D, = р, A Dg ^ Ух є0,: h(x) == (f 


+ 9) (x) = f(x) + g(x). 
2. Resta de funciones 


La función h es la resta de las funciones f Y 9 Si y sólo si: 


0,-0,г) О a Vx € Dy: h(x) = (f — g) (х) = f(x) — g(x). 


3. Producto de funciones 


La función h es el producto de las funciones f y 9 Si y sólo si: 


D, = D,n Do A Vxe Dy: h(x) = (fg) (x) = f(x) 


| : g(x). 
4. Cociente de funciones 


La funció i 
ción h es el cociente de la función f sobre la función 9 Si y sólo si 


D» 7 D;n D, - {хиар 2 9) Vx € Dp: h(x) = É р) = 10), 


. : : 
Ejemplos i 
1) Sean 

fx— In x 
; D, = ї(х/хєН хо) 
REN 
2-3 D, = (x/xeR À, x # 2) 
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у, en cambio, pertenece а g. 
ominio se ha excluido el nümero 


logie + Dg = (x/xeR A x20 A x # 2) 
2) Sean 
f: x — sen x D, = R 
У g:x=>x- 1 D, = R 
ДА senx. р‹=в-({1} 
g x— 1 9 
g х-1 Оо={х/хєН A x + nzA nez} 
f  senx | 


5. Composición de funciones 


Dadas dos funciones, es posible, a veces, hallar una nueva función h, que se 
llama función compuesta de g con f, mediante la siguiente regla: 


h(x) = (fog)(x) = f[g(x)]. 


Es decir, la función compuesta h = fo g resulta de aplicar sucesivamente dos 
funciones, primero la función g y luego la función f. 

Esto no siempre es posible, pues para que existan valores de la función com- 
puesta h es necesario que el recorrido de g sea un subconjunto del dominio de f: 
Нес, СО, 

Si el dominio de f no incluye al recorrido de д, se debe considerar una restricción 
de la función а. 


Obsérvese que en el caso correspondiente a la figura anterior se compone una 
rostricción de g con una restricción de f. Seguimos usando la expresión “g compuesta 
con f" para simplificar el lenguaje. 

En forma análoga puede definirse la función compuesta de f con g O de sus res- 
tricciones. También puede hacerse la composición de varias funciones, y se demues- 
trn que es asociativa. 
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Ejemplos 


1) Sean 
f: x Зх D, = R Rec, 
И gx Vx D, = {х/х>0} Rec, 
(109) (х) = 1[9(х)] = (Vx) = 
Luego, 


fog: x Зух. 


En este caso el dominio de la función compuesta coincide con el dominio de g. 
En efecto, el recorrido de g es el conjunto de los nümeros reales no negativos, 
que es un subconjunto del dominio de f. Es decir, se cumple directamente: Rec «20, 


р Rec, р, Нес 


Si se quiere hallar g o f, es 
(900) (х) = g[f69] = g(39 = А/ Зх. 


Мо se cumple ahora la condición exigida de que Rec, C р, Debemos buscar, 


entonces, una restricción de f, considerando la parte del dominio de f cuya imagen es- 
tá incluida en el dominio de g. Basta considerar el subconjunto de D í Que se aplica so- 


bre el conjunto de los nümeros reales no negativos, es decir, también el conjunto de 
los nümeros no negativos. 
Luego, consideramos 


D* =1x/x=0) 
Ahora, 


Rec, = {у/у> 0} у Rec с D, 
Nota: D,* indica el dominio de la restricción de f y Rec,* su recorrido. 


Gráficamente: 
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2) Sean 
Ехэ ух 1 y g:x — Inx. 


Hallar g o f: 


(80000 = g[f69] = g (Vx 1) = мух 1) 


D, Rec, р, Rec, 


El único elemento de Rec, que no pertenece a D, es el cero. Luego, se debe 


excluir del dominio de f el elemento cuya imagen es 0, es decir, el número 1. 
Luego, consideramos f con dominio 


D, = Ix/x» 1}. 


Аһога, 
Rec = ly/y» 0}, 
“Rec c D, 
Por lo tanto, | 
Daor = Dy. 
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3) Sean 
Х| 


бх > x Y gx senx 
Hallar f o g: 


Isen xl 
sen x 


fog:x > 


Rec N D, = (x/0 < |х| = 1). 


Luego, se deben excluir del dominio de g los elementos que se aplican sobre 0. : 
Es decir, 


D = D, = lx/senx 40) = {х/х # nr A nez. 


Ya hemos señalado que la composición de funciones es asociativa. En efecto, 
para f: A > B, g: B => C, h: C > D, podemos demostrar que ho (gof) = (ho 9) оЁ 


: (ho 
de ir bw E = Vx: (h.o (490) (x) = 
= (зод) о!) 09 


También se ha visto, a través de algunos ejemplos, que la composición de fun- 
olones no es conmutativa. 

Si las funciones son biyectivas, puede hablarse, en ciertos casos, de conmu- 
tatividad de cada función con su inversa. 

Si f es biyectiva de R en R, se verifica Vx € R: (fof ™) (x) = (Е) (х) = x. 

Es decir, la función compuesta f o f"! le asigna a cada número real х el mismo 
número x como imagen. Lo mismo sucede con f`! o f. O sea, la función compuesta 
es la función idéntica o la identidad de Н en Н. 

Por ejemplo, siendo f: R > R / f(x) = 5x + 2, resulta: 


х-2 


В(9899(х) = h(e(f69)) 
(hog) (х) = h(o(t69)) 


f-':R—>R/f'(x) = 


5 
X— 2Vy _ х-2 А 
Ч 5 )-5 5 ) +2 $ 


prox 2) = HE S. x 


(0173) (х) = 001 


(1000) = Ч) 


Si el dominio de la función biyectiva no ез R, al сотропепа con su inversa se 
obtiene la función idéntica, pero ésta puede estar definida en conjuntos diferentes. 
2x ~ 1 

x+3`` 
A = R-(-3) y B = R - {2}, resultando f-'(x) = AU 
Ahora bien, al componer f o f 1, el resultado es la función idéntica con dominio 
y recorrido B. Es decir, fof^' = lg. 


Sea f: A— B/f(x) = Puede demostrarse que f es biyectiva si 


En efecto, Vx e B: (0171) (х) = 1[F109] = (2-5) 5 


2- 
2(.3‹+1)_; 

ЕЭ 2-х _ 6x*2-24x 7x 22 
(21) 3х+1+6-3х 7 "^ 
= ])+3 
2-x 


O sea, a la función compuesta fof” 
no le pertenece el par (2;2). 
Si queremos graficar fof”, resulta: 


EJERCICIOS 


41) Indicar dominio y recorrido de f y de g. Hallar f + g, f — 


2 


— 
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I _Análogamente, al componer f`! o f, el resultado es la función idéntica con do- 
minio y recorrido A. Es decir, f-' of 


En efecto, f `! ( 


En este caso, a la función 
Su gráfico es: 


Por lo tanto, no se puede indicar que fof * = f-lof. 


8) 
b) 
с) 
d) 
e) 


.f 


f: 
f: 
Е 
Е 
f: 
f: 
f: 


f: 


2x — 1 
х-3 


Х-х-3 


xo Vx 


x= dnx 
Ехэ /9—х?°? 
хә х°+2 
Hallar f o g y g o f, indicando sus dominios. 


х — 2x+1 

X — tgx 

х — In (x — 3) 
х => In (x — 2) 
x — In (x — 1) 
X sen x 
xo V x2— 5 


X— x2— 1 


2- 


= l. 


2x — 1 


х-3 
2-1) 
х + 3 


compuesta f ` o f no le pertenece el par (-3:-3) y 


Ёс 


g: x > x3 


gix э Vx 


g:x э v x? – 25 
g:x — In (x — 2) 


g: X — sen x 


9:х => 2x- 3 
g;:xo x2+3 


g:X — ух 


g:X > Vx+3 
9:х — In (х2 — 1) 
g:x => Ix — 5j 


9:х => 


х-3 


_ 6бх-3+х+3 
2x+6-2x+1 ` 


Ї 
9,19, y. T. gef y fog. 
Dar el dominio de cada una de las funciones halladas. ! 
9:х => 2x-1 


8) Ex — x?-2 g:x — In (х + 1) 
8) Hallar dominio y recorrido de f o g. 
x . 1 
a) бх — Inx b) rx X c) nU 
g: x — |sen xl g:x — x? - 6x + 8 g:x — тапі х 
d fx — In (x + 3) e) fix — x x2 — 9 
g:x => – |х - 2| g:x — |х - 3| 
4) Seat A - B/f(x) = V x? + 1. a) Elegir A y B para que f sea biyectiva. b) De- 
mostrar que lo es. с) Hallar f '. d) Verificarfof * = l5. e) Verificarf "of = Ip 


5) Idem para f(x) — 11-36 


VI. Ecuaciones paramétricas de una curva plana 


Hemos visto en este capítulo que los gráficos de funciones escalares son con- 
juntos incluidos en R2. En todos ellos, una recta vertical corta al gráfico a lo sumo en 


un punto. 
Curvas más generales pueden ser graficadas utilizando dos funciones escalares 


que dan una representación paramétrica de las mismas. 
Por ejemplo, 


С = {(x;y)/x = 2cost a y = 2sent nO<t<271) 


es un conjunto formado рог los puntos de una circunferencia con centro еп el origen 


y radio 2. 

х = 2cost л y = 2sent son las ecuaciones paramétricas de la circunferen- 
cia, y el número real t, variable, es el parámetro. 

Si elevamos al cuadrado y sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones, eli- 
minamos el parámetro y obtenemos la ecuación cartesiana x? + y? = 4. 

La curva € puede considerarse también como la trayectoria de un punto que 
recorre la circunferencia en el sentido positivo o antihorario. 


Si en las mismas ecuaciones paramétricas consideramos 0 x t < 42, la circun- 
lerencia es recorrida dos veces en el mismo sentido. 
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De la misma Manera, x = acosta y = bsent son las ecuaciones paramé- 


22 А 2 2 
tricas de la elipse de ecuación cartesiana = + E = 1. 


Recíprocamente, conocida la trayectoria de un punto móvil en el plano, podemos 
tratar de hallar sus ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, la cicloide es la trayectoria 
de un punto fijo de.una circunferencia que rueda, sin deslizarse, sobre una recta. 


mplo 2 
p С = ([(xy)/x = cht a y = sht л іє) 


Al eliminar el parámetro, obtenemos: 


tra 
x?- y? = ch?t- sh?t = 1 , osea, x? - y? = 1. 


3 Pero C es solamente una rama de la hipérbola equilátera, para x > 1, ya que 
i Me chtz 1. 


Por la definición dada, es ОА = PA = at 
Siendo P = (х;у), resulta: 
X = OP" = QA— p'A = at-asent лу = PP = MA — MB = a — acost. 
Puede probarse, entonces, que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son: 
X = a(t-sent) Ay = a (1 — cos t). 
En general, si f y g son funciones escalares, obtenemos C C R? tal que 
C = {yx = gb. y = tA teD,n D. 
Como caso particular podemos considerar aquel en que g es la función idéntica, 
O sea, Ejemplo з 
C -dxy/x- tay = m. 2 С = (су) /х = P-2^y-t-2^teR). 


En esta situación el conjunto C es, directamente, el gráfico de la función escalar f. 


Ejemplo 1 


Sea C = ((xy)/x = 2Vtay = 2 л t>0. 
4 


Si eliminamos el parámetro, obtenemos y = с Sin embargo, С по es todo el Я 


14! .. 4 s > H 
gráfico de la función escalar h: x — 203 уа que solamente está incluida en C la 


parte del gráfico para la cual es x > 0. 
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Para dibujar la trayectoria corres 
aislados según el cuadro siguiente: 


pondiente a C buscamos primero algunos valores 


Además, observamos que: . 


(< -у2 => х<0 лу>0) A 
л(-У251-40 > О<х=1 л -2<y<0) л 
A (0=1<уүу2 => -1=х<0 л -2<у=0) л 
A @>/2 => х»0лу»0) 


Las representaciones paramétricas de las curvas forman 


S parte de la teoría gene- 
ral de las funciones vectoriales. (Cálculo 2, pág. 291.) E 


EJERCICIOS 


1) Siendo С = {(х;у)/х = 00) À y = fü) ^ teD, A Dj) 
a) graficar g y f; b) eliminar el parámetro y obtener una ecuación cartesiana del 


tipo Е(су) = 0. с) siendo А = {(х;у) / Е(ху) = 0) grafi sns 
C den рага д: — Aft n (х;у) ), graficar A y C y ver si coin 


2) Idem si g: t > 2 cost a f: t > 4 sen? t. 


3) Idem si g: t > cosect л f:t > -cotta O<t<n 
4) Idem si g: t > 5e'A f: t > 26. 


5) Ecuación cartesiana y gráfico de la astroide, cuyas ecuaciones paramétricas son: 
X = acosót a у = asenta а>0 л 0О<{<2л. 
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Vil. Ecuación polar de una curva plana 
Coordenadas polares 


Las coordenadas cartesianas ortogonales permiten ubicar un único punto del 
plano mediante un único par de números reales (х;у). 

Éste no es el único sistema de coordenadas que se utiliza en el plano, y, en algu- 
has ocasiones, otro sistema resulta más conveniente: el de coordenadas polares. 
Este sistema tiene como elementos de referencia un polo O y un eje polar que coin- 
Clde con el semieje positivo de abscisas del sistema cartesiano ortogonal. 


P 
тол 
0 


Para ubicar un punto Р en el plano basta considerar su distancia г al polo y el án- 
дио t que forma el eje polar con el segmento OP, medido en radianes. Con esta de- 
finición, r y t son números reales, el primero no negativo. 

El par de coordenadas polares (гї) que se asigna a un punto P del plano no es 
Único, pues le corresponden también, al mismo punto P, los infinitos pares (rt + 2Кт) 
боп k e Z. Además, al origen le corresponden los infinitos pares (0;t) con te R. 

Por otra parte, dado un par de nümeros reales, si se lo considera como coorde- 
hadas polares de un punto del plano, es necesario interpretar qué significa que el nú- 
mero r sea negativo. 

Para ello, dado el par (r;t), si r < 0, entonces se le hace corresponder un punto 
dol plano cuya distancia al polo es —r y el argumento t + z. 


Por ejemplo, al par (-2:2) se le hace corresponder el punto P de la figura si- 


guiente: 


Las fórmulas de pasaje al sistema cartesiano ortogonal son: 
x = rcost л y = rsent. 


Obsérvese que, por ejemplo, al punto P de la figura siguiente, cuyas coordena- 
das cartesianas son (0;3), le corresponden como coordenadas polares los infinitos 


pares: (3-2-2ка) у (—3:э7+2кх) con k € 2. 
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En general, 


Ejemplo 3 


Consideremos la ecuación cartesiana (x — a)? + y? = a?, que corresponde a 
una circunferencia con centro en ei punto (a;0) y radio a (a > 0). 


арі 
coordenadas polares (r;t + 2kz) y (-rt+(2k+ 1)m) con ke Z. е corresponden las 


Nota: i 

js E са эрэн С una biyección entre е! conjunto de los puntos 
r е sus coordenadas polares. Para ello ued igi 

0-1«2лу asignarle al polo el par (0;0) (Cálculo 2, pág. 54) рда: 


Есиасібп роїаг 


Ѕе 
Е са Ч a iur E f una función escalar. La ecuación r = f(t) 
é el conjunto С = (r cos t;r sent) /r = АН | 
5 с : )/r = 1(t)) es su gráfico. 
улайн siis те la ecuación polar г = f(t) corresponde a las S un para- : 5 
= Қ) соѕі a y = f(t) sent con parámetro t. ; 


Ejemplo 1 
La ecuación pol 
š art = acorres : 
pendiente a. ponde a una recta que pasa por el origen y tiene 
Para obtener su ecuación polar vemos que 
? 2 2 x 2 23222 2. э. 2:5 ES 
K 2ax +a“ + у = a° сэх 2ах-у! = 0 е г 2arcost= 0 сэ 
вә г(г -2асоѕ і) = 0 сг = 0 vr = 2асоѕі. 
La ecuación polar es, entonces, г = 2 acos t, puesr = 0 ез el caso particular 
enquet = T | 
27 
Ejemplo 2 | Obsérvese que si t es un ángulo del segundo o tercer cuadrante, resulta r < 0. 
3 23 5 f 
Para una circunf б Por ejemplo, t = o = cost = - x = r= — av 2 y el punto P está 
тїегепсїа con centro en el ori i : 
i ox rigen y radio a i ue EE 3 
siana es x? + y? = аг la ecuación polar es rs 3 у , Cuya ecuación carte- ubicado en la posición ilustrada en la siguiente figura: 
101 
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Р, Є Р к Со 
у= 


9) Graficar la curva de ecuación polar r = 2 (1 —2sent) 
A) Idem рага г = |2 cos t|. 

Ü) Idem parar = sen 2t. 

9) Idem para г t (espiral де Arquímedes). 

F) Idem parar = 1 + cost (cardioide). 


lI 


Ejemplo 4 


Graficar la curva cuya ecuación polar es r 


= 2sent. ) Idem para x? + y? + 4y = 0. 
| i Idem para (x? 4 уд)? == 9(x? = y?) (lemniscata de Bernoulli). 
Consideremos algunos valores: i i 
g es: 1) Idem para y2(4 — х) = x? (cisoide de Diocles). 
10) 217 э [т 3r Sr us 5 | в |ar| s, | >, jercici 
С ИСЕ Е ИС Е |5 Bd cse БЕШ ӨЛЕШЕ ГЫ puestas a ejercicios 
“1011 | У21У3|2|.31ү3| 1 01-11-42 


-V3|-2 I-V3|-v2| -1]| o РЇТЛО з 


plón 1 


) 0 no es función: (с:2) € 9 л (c0)€g A 2# 0 

h no es función de A en B pues D, = A 

NO) = 5. (3) = 5, f(-3) = 23, f(2x) = 4x? 6x +5, 
fx o1) = x?- 5x9 

№ө) = 1, h(1) = O, h(senx) = In(senx) h(e*) = x 


EI D, - (-xt]ul[2;x) 
E D, - R- [-3,-2,-1) 
D, - {х/х>2 А x%3) 


2) Encontrar todos los pares de coordenadas polares que pueden asignarse a log 
puntos cuyas coordenadas cartesianas son: 
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À) Encontrar la ecuación polar de la curva cuya ecuación cartesiana es xy = 


1. 


D, -{х/хєҢ 4 xz2) Re, = ly/yeR A y=0) 
D, - R Rec, = ly/y=0) 

D, - lx/xeR л || > v 3) Rec, = ly/yeR a y=0) 
D, ~ Ix/xeR л х + (2k+1) Z ^keZ) Вес, = В 

D, = (xIxeRax<3) Rec, = R 
D, - х/хєЄВ А х=0} Rec, = R 

D, = dx/xeR ^ xs 1) Rec, = R 

D, -8-1-4) " Rec, = R- (0) 

D, ~ R- (0) Уг “Rec, = ly/y < 0} 
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Sección Il 


SE 
| 
io 
vi 
| 
I 
2: 


= 
a 
e 
си 
lI 
a 


1) U (2:6) 


{— 


=ч 
° 
19) 
-— 
2 
-— 
N 
== 
2 
m 
ES 
Lad 
| 
— 


Rec, = 


0] U {3} U (4;+00) 


(= 2;—7) U [-4) U [0; +00) 


п 


Нес 


D, = (-3;-1]U [0;2) 


15:11) U [-3;- 1) 


Rec, 
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х) = (x-3?45 eje: х = 3 vértice: (3:5) 
- (х – 2)2 +3 еје: х = 2 vértice: (2;3) 
= (х + 5)2-— 2 i eje: x = —5 vértice: (-5:-2) 
= -х2 +3 еје: х = 0 vértice: (0:3) 
= -(х- 1)2 +3 еје: х = 1 уёпїсе: (1;3) 
= (х + 3)2 + 2 ej: х = -3 vértice: (-3:2) 
= 2 (х – 3)2 + 4 eje: х = 3 vértice: (3;4) 
= T + 6)? — 1 eje: x = -6 vértice: (-6:-1) 
= -—2(x- 1)2 +5 eje: x = 1 vértice: (1:5) 
A) Intersecciones del gráfico de g con el eje x: (1:0), (3:0), (-2:0). 
x con el eje y: (0:6). 
Intersecciones del gráfico de h con el eje х: (3:0), (—3:0). (-4:0). 
con el eje y: (0:-36) 
Intersecciones del gráfico de m con el eje х: (-1:0), (1:0), (—3:0). 
con el eje y: (0:-3). 
Intersecciones del gráfico de n con el eje x: (0:0), (4:0), (—4:0). 
con el eje y: (0:0). 
Intersecciones del gráfico det con el eje x: (2:0), (-1:0). 
con el eje y: (0:4). 
Intersecciones del gráfico der соп el eje x: (2:0), (—2:0), (1:0) 
con el eje y: (0:4). 
О - R- (0) Intersecciones del gráfico de s con el eje x: (0:0), (1:0), (-5:0) 
ы con el eje у: (0:0). 
Rec, = ly/y >- 1) 
5D, = R- (2) Rec, = R-(1) х = 2 es asintota vertical 
у = 1 es asintota horizontal 
Dp с a t Rec, = R- (2) ЕЕ es asintota vertical 
) 9 2 9 2 
5 у=2 es asintota horizontal 
2) a) f(x) = (5 – х2) + (sen3x+x) b) f(x) = {chx — 3) + (x — sh x) u A 
ао) D, = R-{-4 Rec, = А - (3) X — —4 es asintota vertical 
У = З es asintota horizontal 
1 1 
D, = R- E F Rec, = R- E x = ~ i es asíntota vertical 
Sección m у = E es asintota horizontal 
2) Intersección del gráfico de f con ambos ejes en (0;0) I 
0) D, = R- (3) X = 3 es asintota vertical 
: intersección con eje x en lo : con eje y en (0;—1) D = R-(-5) El gráfico es el de la recta y = x — 5 excluido el punto 
3 4 : (-5:-10) 
h: intersección con eje х en (- 105 о), con eje y en (0;5) WONG A SS asintota verica 
3 | 0-8 у = 0 es asíntota horizontal 
т: intersección con eje х en (2;0), con eje y en (0;4) I D. = R- (2) X = 2 es asintota vertical 
n: intersección con eje x en (6;0), con eje y en (0;2) у = 0 es asintota horizontal 


t: intersección con eje x en (—2:0), con eje y en (0;—2) 
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3 
о 
| 


= R- ([-3,1) Вес, = R - f°. i asíntota vertical: x = —3 
o = R-{-1} Rec, = ly/y=-1) (х) = x2- 1 A x £ -1 
R – (2) Rec, = R- (3 Мх) = x+ 1 A Xx # 2 
D -8-0) Rec, = ly/yz tj (x) = X2+1A X + 1 
3 vi » 221 2 A 3 
р, R - (o, 2 Rec, = R fo. 3) asíntota vertical: x 2 


D, = R-(0,1,-1) Rec, = R-[-10] x = 1, x = -1 son 
asintotas verticales 


оо 
з 
Mu H 


ti 
II 


D, = R- (1-2) Rec, = R x = 1, x = -2 son 
asíntotas verticales 

D, = R- (41) Rec, -8-0) X = 1 es asíntota vertical 

D, - R – (3,-2) Rec, - R x = -2, X = 3 son 


asíntotas verticales 


7 si x«-3 { 11 
tx Е si -3=x<5 Вес, = fy/y = 7] 


-9 si x25 


8-х si -5=х< 2 


3x Si х>2 


-3Х-25 x< —5 
Rec, = [-9; 7] 


"өс, {у / у= 6} 


E 3-х si х<0 
g:x> 43-5x si 0=х<1 
x-3 si x=1 


Hoc, = ly/y > -1) 
Rec, = ly / y = -2) Rec, = ly / y > 0) 
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Rec; = [y / y = 0) 


а si > 
PCR x int. eje x: (1; 0) 
i VEX 6 72 : 1 
int. «fo: — 
1534 eje y: (0:2) 
D, R Fa ( -3] 


Rec, = (У/уг-0) 


D, =R-(-3) 
Rec, -ly/yx2). 
int. eje x: (0; 0) { 
int. eje y: (0; 0) 
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2x 3 Í 
ER si ШҮ 
{&х— 
mc ара 
х-3 ! 


J 3-х 
| цаг Lti si x< -1 
PESE. 
| 
3 x 
s a = | 
| D, =R- (3) 
| Rec, ={у/у=0, y<-1) 
| int. eje x: (— 1; 0) 
| int. eje y: (0: T 
3 
Rec, = R 
int. eje x: (0; 0) y (2; 0) 
int. eje y: (0; 0). 


int. eje x: (1; 0) 
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-6 si -4zx«-1vxzl 


у]. 4х + 10 si x<-4 
fx 
2x? 8 si -1«х«1 


———— —— o b and 


| 
со 


р, R 
Rec; = (y/y = – 6) 
int. ejé y: (0; —8) 


lección IV 


1) | es función inyectiva de Z en Z, pero no es suryectiva. Es biyectiva sobre Q y 
sobre R. Idem para g. : 


D, =R-(1 
Rec, = ly / y x 0) 
: muU ES 
int. eje x: ( 250) 
int. eje y: (0; —2) 


h no es biyectiva. в. 
B)! ':x = агссоѕх; g-^*x > x? + 1(х 20); htx > 10% 
t no es biyectiva. 


9 Eds x +3 2 > B Rec, = В - |2) 
) ttxo осо О, R E с, = В 5 
six > 23-35 D, = А – 1-3) Rec, = В – (Ú ` 
3 £x 2-3 D, = (x/xeR A x=0) 
Xo екан NN re Rec, = ly/yeR л 0«yx5l 
si -2=х<0 у х>3 | Кш 
isle uat гасы Da = R - {-3} Recm = R - (2) 
x+1+> si 0<x<3 2-х | 
| muxo — D, = В - lo Rec, = R - {0} 
Ооа e D, -R-í-3 Rec, = R - {0} 
D, =R- [0 Ho 
| (cx cy XU D -R-í-2 Re, = R - {2} 
Вес, = (угу =3) AE í 
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ho es función con variable x, pues (02) ЄЖ ^ (0)-2) є ® л2 +- 2 
= су) гу = VR | О, = {х/х > -4| Rec, = (у/у >0! 
по 3. Todas las restricciones funcionales son inyectivas. 

0) fesbiyectiva. f-l = (хуу = x*-4^xz0 


= Вес; = R Dg = Весо = R 
Dig = Dig = Dig = Doo: = Disg = R 


(00) ) = 2x + 2] (gof)(x) = 2x +5 
= {хіх > 0 Вес, = |у/у > 0| 
D =R Rec, = R 


Disg == Dig = Dig = Doo: = Diog = {х/х> 0) 


R 

b) por ejemplo, f = суулу = QVO | О, = R Rec, = ЕЭ 
5 
2 


. Р 5 2 Ог = D9 = (х/х >0 
с) Їпо es inyectiva, pues (4; 3 ) et ^ (4; Jet EAT 9 f 
= : 1 f X= AJ 3 = `/х\' 
d) g = [ су) /у E VI+ A x20] D, = (x/x=0) а 3 в) = (vx) 
с) О, = {х/х> 0) Rec, = R D, = {х/х > 0} Rec, = {у/у=0} 
Rec, = [улуг 3) 97 = ууу = +ë - 9л > 3) Disg = Di-g = Dg = D; = Ой. = {x/x> 0} D; = {х/х> 1} 
9 
5) D = {х/х>0 Ax # 1) (fog)(x) = пух (Оо?) (х) = Vinx 
* 
d) D, = [-3:3] Вес, = [-3:3] D, = {х/х > 5) Rec, = R 
О = Di, = Dig = D, = D, = Dyer = ó$ 
g f 
Ов = [-. 434; V 34] (fog() = V34- х2 
e) D, = RRec,= {у/у>2} D, = {х/х> 2} Rec, = R 
Diva = Dig = Ds = Dg = Di; = lx /x> 2) 
Ene 
О; = (x/x»24 x #3} D= R - {0} (од) (х) = m(x—2 +2 
8 
(gof) (x) = Inx? 
2) a) (fog) (x) = 2senx + 1 Ов = В 
114 (gof) (х) = sen (2х + 1) Оо = R 
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b) (fog) (х) 


(gof) (x) = 2tgx - 3 D 
с) (fog)(x) = Inx? D, = R - {0} 
(gof)() = In? (х – 3) + 3 Олы = (x/x> 3) 
d) (f.g() = In (Vx — 2) | Di, = {х/х> 4 
(90 (х) 2 Vnk- 2) О = {х/х> 3} 


e) (tog) (х) = In(Vx +3 - 1) Disg = х/х» -2 
(gof) (x) = Vinx – 1) + 3 D 


h) (09) (х) = sen [In (x? — 1)] Dio = [x!|x| > 1) 


= {х/х>1 + e`} 


© 

o 

< 
I 


(gof)(x) = In(sen?x — 1) Ози = Ф 
1 
т) (fo g) (х) = тта Dig = А – (-3 
2 1 
(gof) (x) = БОРЫН О „= R 
5) (fog)(x) = Ix + 1) – 2 Dig = (x/x>-1) 
(gof) (х) = 1п(х2 — 1) Daor = {х/х 1) 


3) a) Disg = (х/х e Rax + птлп є Z| 
Нес = {у/у= 0} 

b Disg = R - {2,4} 
Нес = (1,-1) 


tg (2x — 3) Disg = н [керке s лк 


got = н-{х/х B Z km ^ kez] 


c) Dg= R-Z Reci = ly/y 1) 

d) Disg = (—1;5) Нес, = {улу < In3) 

е) Di,, = В - (0;6) Rec, = {улу > 0} 
4) А = {х/х= 1) В = (уув) F*0) = vx? – 1 (es un ejemplo) 
5) A=1dx/x=0) В = ly/y<1) 
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110) = Ут – xŠ (es un ejemplo) . 


y = 4sen?t (y=0) 


Sección У!! 


1) Р, = (02) Р,-(-30) P, = (83.5) 


4. LÍMITE FUNCIONAL 


La idea de límite aparece intuitivamente en muchas situaciones. En geometría 
elemental se define la longitud de una circunferencia como el “límite” a que tiende 
una sucesión de perímetros de polígonos inscriptos en ella (0 circunscriptos), cuando 
la longitud de cada lado tiende a cero. La misma idea se utiliza para definir el área de 
un círculo mediante áreas de polígonos inscriptos o circunscriptos. En física, para de- 
finir la velocidad instantánea, se recurre al “límite” de la velocidad media cuando el 
intervalo de tiempo considerado se hace cada vez menor. 

Estas ideas sólo pueden hacerse precisas mediante la definición previa de límite 
de sucesiones y de límite de funciones, siendo el primero un caso particular del se- 
gundo. 

En este capítulo nos ocuparemos solamente de límite funcional. 


I. Límite finito 
) r? = 2 cosec 2 t 

Nos interesa ver en qué condiciones los valores de una función escalar se apro- 
ximan a un número real determinado cuando los puntos del dominio se acercan a un 
punto a, que puede о no pertenecer a dicho dominio: 

Consideremos la función f definida de la siguiente manera: 


9) т = -4sent 
10) r? = 9cos2t 


11) r = 4senttgt 


tx 25-1 six 53 


этет УМ 
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El gráfico de f consiste en el punto aislado (3:4) y en una recta de la cual se ha 
excluido el punto (3;5). 

Calcularemos algunos valores de la función en un entorno reducido del punto 3, 
es decir, sin preocuparnos por lo que sucede en dicho punto. 


3,001 | 3,011 3,1 | 3,2 
4,998 1 ... ... | 5,0021 5,021 5,2 | 5,4 


Los valores de la función f se acercan al número 5 cuando los valores dexse . 


acercan al número 3. Aún más, la función puede alcanzar cualquier valor próximo a 
5 con tal de considerar x suficientemente próximo a 3. 

Si se desea, por ejemplo, que el valor absoluto de la diferencia entre 5 y f(x) sea 
menor que un diezmilésimo, podemos considerarlas siguientes proposiciones: 


|(х)—5| < 0,0001 
«© |(2x-1)-5| < 0,0001 
=> Ї2х-6| < 0,0001 
сә  |2(x-3)] < 0,0001 
=> (| |x-3| < 0,0001 
22 x-3| < 0,0001 

2 

=> Ix-3| < 0,00005 


Por lo tanto, 0 < |x-3| < 0,00005 = |(х)—5| < 0,0001. 
En efecto, 


2,99995 


3,00005 


5,0001 


y para valores de x en el entorno reducido de 3 de radio 0,00005, los valores co- 
rrespondientes de f se encuentran en el entorno de 5 de radio 0,0001. 


Obsérvese que se eligió primero el número 0,0001 y, a partir de ese número, 
se obtuvo el número 0,00005. 


3 А { [4 
En general, para cualquier número e > O basta considerar 8 = E pues 


0 < |х-3| < > = 2|х-3| < e =» |2x-6| < e => |[(2x-1)-5] < €. 


Para indicar que los valores de la función f se aproximan al nümero 5 cuando 
x se aproxima a 3, se utiliza el simbolismo: іт: (х) = 5, que se lee "el límite de los 
valores de f en 3 es 5". 

O bien, f(x) — 5 si x — 3, que se lee “Цх) tiende a 5 si x tiende a 3”. 

Otro símbolo equivalente, menos utilizado, es 65 f = 5. 

La expresión más utilizada es “la función f tiene límite 5 en el punto 3”. 


122 


35: 
Consideremos ahora la función h: x => —— 
Х- 


Esta función no está definida en х = 2, pero sus valores se aproximan al nú- 
mero 8 cuando x se acerca a 2. 


Puede probarse que lím;h(x) = 8. 
Precisaremos los conceptos anteriores mediante la siguiente definición. 


Definición 


El número f es el límite de los valores de la función f en el punto a si y.sólo si: 

1) a es punto de acumulación del dominio de f; 

2) para cualquier número positivo e existe un -número positivo ó, tal que: 
Vx: (x eD a 0 < Ix—a|< ó ә х) — #|< e). 
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О sea, lim f, (x) = ё = 1) a punto de acumulación de D,; 
2) Ve > 035 > 0/ Vx: (xe Dr A 0 < |x — ас ó = f(x) — é l< €). 

En general, el número 8 depende de є. Hallado un número 8 que satisfaga la 
condición, cualquier número positivo ó' < 8 también la satistace. Además, un nú- 
mero ë que sirve para cierto e , servirá también para cualquier número mayor que €, 
pero nada se podrá asegurar respecto de uno menor. 

En el caso que estamos considerando, donde el límite es finito, interesa especial- 
mente “e tan pequeño como se quiera”. 


Ф Enla definición de límite se exige además que el punto a sea de acumulación del 
dominio, para evitar que la definición de límite se satisfaga trivialmente en puntos 
aislados. 

En efecto, si a no es punto de acumulación del dominio de f, existe algún entorno 
reducido de a al cual no pertenece ningún punto de dicho dominio. En ese caso, 
el antecedente de la definición de límite resulta falso y la implicación verdadera. Pero 
esto no corresponde a la idea intuitiva de “acercarse al punto a-tanto бте se quiera”. 

En cambio, si el punto a es de acumulación del dominio, en todo entorno redu- 
cido del mismo existe algún punto que pertenece al dominio de f y la implicación 
debe ser verdadera con antecedente verdadero, o sea, que existen puntos del dominio 
distintos de a, pero tan próximos a él como se quiera. 

Recordemos las definiciones de entorno y entorno reducido de un punto: 

y 4f(x) |< € |= f(x) € Elf, €) 

0 < к-аі< |е х €E'la, ô). 

Teniendo en cuenta las equivalencias anteriores, la definición de límite finito se 
puede expresar así: 

Los valores de la función f tienen como límite el número real € en el punto a, que 
es punto de acumulación de su dominio, si y sólo si para todo entorno de centro ( 
existe un entorno reducido de centro a, tal que 

Vx: (x e D, n E'(a) = f(x) € E(6)). 

Gráficamente, para cualquier par de rectas horizontales h y h', con el punto (a; €) 
ubicado entre las dos y a igual distancia de cada una de ellas, existen dos rectas ver- 
ticales v y v' con (a; £) entre ambas y a igual distancia de ambas, tales que todo punto 
del gráfico de f con abscisa distinta de a y ubicado entre v y v' también está entre 
hyh’. | 
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Obsérvese que 6 es el menor entre los números 6 y 8', determinados gráfica- 


mente por las dos proyecciones, sobre el ej i i fi 
: je х, de las intersecciones del ага! 
f con las rectas h y h'. DE 


II. Algunos límites finitos 


Probaremos la existencia de los siguientes límites finitos: 


1) Límite de la función constante Ё: х — К 


Puede probarse fácilmente que el límite de una función constante, en cualquier 
punto de su dominio, es dicha constante. 
Es decir, Vk € R: іт, f = К. 


Probar que el nümero k es el límite buscado significa encontrar, para cualquier 


número positivo є, un número positivo $ que satisfaga | ició igi 
Mia q ga la condición exigida por la 
En este caso, 6 es cualquier nümero iti i 
: , positivo, pues para cualquier € iti 
para cualquier 6 positivo, resulta: 5 ( о. 
Ух: (хє0, ^ 0<|x — a| «8 = |к- k| = 0 < e). 
O sea, se verifica la definición de límite para f(x) = k y para ё = К. 


2) Límite de ta función idéntica f: x - x 


Puede demostrarse de inmediato Va € R: іт, х = a. 
En efecto, considerando un numero positivo ë = € , resulta: 
Ve»03àxe/(xeD, A 0«lx-a|«8 = |f(x) – €] = lx - a| < 8 =: e). 


3) Límite de la función lineal f: x — px + q (p # 0) 


Probaremos Va € R: іт, (px + q) = pa + q. 


" Con la intención de encontrar el número 8 > O correspondiente a la definición de 
límite, podemos hacer el siguiente planteo auxiliar: 


If) - £| < e e |(px + q) — (pa + q)| < e > 


«эрх a)| < e = р Ix - a] < e = |x - al < -E 
p 


Luego, para cada e > 0 es posible determinar el número ô tal que 


0«6« E y se ха. 
є 
ОАР т = |p||x — a|< e = |px- ра| < є = 


=—Jpx+q-pa-q[|< e = х) — (pa + q)| < e. 
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ба А H E ES 2 
«мые e UNCION сиашанса xo Dosen) En efecto, si 6 es el menor número entre 1 y 9e, obtenemos: 
Se verifica Va € R: іт, (х — a)? = 0 


x + 4| 
| Sie 9e = he 5< 9e È — k — sie 9e MAL, pues 
Tengamos en cuenta que: 
(х – a? -0| < e = |(x — afl < e = |x - аё < e с Ix - a|< V€. х + 4| > 8si 4 «x «6. 
Luego, en este caso, ë es cualquier número positivo menor o igual que V €, 9 8 |х 5l 2х. 10 | SE 
En efecto, Luego, x — 5| < -5 Elx + 4| = 9 [х+4| SER х+4 9 
Ve>038=V€/(0< |x - a| < V € = |х a| < (V e) = e). Por lo tanto, 8 = mínimo (1, 96). 
Veamos ahora un caso particular. 3 
Consideremos f: x — 3x2 + 4x — 6 en el intervalo [1; 3]. b) Probaremos que lím_, ЇЕ + 4) = 1. 
Demostraremos que lím, f(x) = 14. | 
Debemos encontrar ë / | (х) – 14| <esi0<|x-21<8 ^ 1xxx3. |) - ё = 3+2] = 25-1. 
Ahora bien, |f(x) — 14] < є с |(3x? + 4х — 6) – 14| < є e |3х2 + 4х - x x 
эг ! € 
2 M Porte tama З T6 c ee y кырг еы: 
El polinomio р(х) = 3x? + 4x — 20 es divisible por (x — 2), y resulta |x] 3 | | 
р(х) = (x - 2) (3x + 10). En este caso no conviene elegir O < 3 < 1, pues ello equivale a pedir —2 < x < 0 
| € y, al buscar el menor 8, no existe un 8(e) positivo para todo el intervalo (—2; 0). 
Luego, |х ~ 2| |3x + 10| < € e |x - 2| Tax + 10[` i 3 5 1 
^ | Por ello exigimos 0 « 8 = š o sea, жэл « s 
Como x € [1; 3], para х= 1 es ЕЕ y para x=3 65 E 
Por lo tanto, si ô = mínimo ($. $ , resulta: 
Elegimos el menor ô, o sea, 0 < 8 < o 
€ : 
Invirtiendg el camino que nos permitió hallar el número 8, obtenemos: Ix + 1|< Бог 6|x * 1[« e 2 3-2|х 41|«в. 


d E Ш EA 1 A, 
0 < lx - 2|< 157 Ix- 2| < [Зх + 10] Como x < —-у, es |x| > y también — < 2. 
> |3x2 + 4х — 20| < € > |Қх) - 14| < e. ! 1 


= |3х-10|Х-2|«є-» 


Luego, 3-2|х-1| < є = apte є > 
9 5) Otros límites 


d > 3 |< e= 10) - dee 
a) Sea f: x —> a Probaremos que su límite en el punto 5, que es de acu- ë 
mulación de su dominio, es ES EJERCICIOS 
Para ello debemos encontrar à(€) >.0 tal que Ve > 0, si 0 < |x — 5| < 8, en- | 1) Probar que la función f: x —^ 3x 4-2 tiene límite 14 en el punto 4. 
232121 is +3 six*2 límite 13 en el punto 2. 
fonces ү сые Ее 2) Probar que la función f: x > six-2 tiene P 
Realizamos algunos cálculos auxiliares que facilitan la obtención del número 6 (e). 
2x 10 18x — 10x – 40 8x — 40 3) Hallar à para є = 1071 si f: x > 8x + 1 y se calcula eli límite en x = 0. 
х+4 Ss rs 9(x + 4) | ко a 4) Hallar 3 si f: x— x? — Зх + 5 para cualquier x є [2; 4] y demostrar que lím; f(x) = 
8 |х-5 : = 5. 1 : 2 2 
сэ FEET < € < |x — 5| < 4 e€ |x + 4| 5) Demostrar que lím, f(x) = 17, hallando 6 válido para cualquier x del intervalo (2; 6) 
А : if(x) = x? - x + 5. 
Si x e (4:6), podemos elegir 0 < ô = 9e, observando que pedir 4 < x < 6 equi- Si T А A 
vale a exigir 0 < à < 1. is 6) Idem para a) lím, ( + 5x) = 18 six є[1;3]; 
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b) lím, (x? — 3x? + 4x) = 12 six є(1;5); 
c) йт, (x? - 2x + 9) 8 віх є[0;2]; 
d) lím, (x? - 5х – 1) = -7 six є [2:4]. 
7) Demostrar que lím, (x — a)? = 0. 
х-2 


8) Probar, hallando (€), que йт, ACUTE 


= 0. 


X Exeter cd 
9) Idem para Їїт, ЖООК ES 
2 
10) Idem para Їїт, S = 


HI. No existencia de límite ` 


Recordemos una vez más la definición de límite finito: 
Їїт, f(x) = £ => Ve > 0 38 > 0 / Vx: (хє0, ^ 0«|x-a| «8 2 |х) - e| < €). 
Veamos ahora cómo puede negarse la expresión anterior. 


Para que la función f no tenga límite en el punto a, la definición de límite no 
debe verificarse para ningún número real £, es decir, 


VE €R: ~ [ve >038 >0/Vx:(x€D, л 0<|x-—a|<8 = П) - “|< €) ]. 


Ahora bien, para negar la proposición anterior, hay que negar los cuantificadores 
y además negar la implicación mediante la conjunción entre el antecedente y la ne- 
gación де! consecuente, según lo demostrado en la página 5. 

O sea, f no tiene límite en el punto a si y sólo si 
V(:3€ > 0/V8 »203x/(xeD, A 0<|х-а|<8 a |х) - e| > €). 

Gráficamente, la expresión anterior significa que, para cualquier número real 6 que 
se proponga como posible límite finito de f en el punto a, siempre es posible encontrar 
un entorno de f tal que, en cualquier entorno reducido del punto a, hay por lo menos 
un х del dominio para el cual f(x) queda fuera del entorno de £. 
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O sea, existen dos rectas horizontales h y h' en las condiciones indicadas en la 
figura, tales que, para cualquier par de verticales v y v', hay un punto del gráfico, con 


abscisa distinta de a, que está ubicado entre las rectas verticales pero no entre las 
rectas horizontales. 


9 Ejemplo 


Consideremos la función f: x ^ Дх. 


х 


Puede demostrarse que no existe límite para los valores de esta función en el 
punto cero. 

Para ello probaremos en primer lugar que el número 1 no es el límite buscado. 

En segundo lugar probaremos que ningún número real 2 # 1 es dicho límite. 


Si se verifican las dos proposiciones anteriores, entonces los valores de f no 
tienen límite en el punto x = 0. 


1) Para probar que 1 no es el límite mencionado, considerernos un entorno de 1 de 
: 1 š 
radio € = —. 
2 


En cualquier entorno reducido de centro 0 incluido en el eje de abscisas, hay 
puntos x € D, a la izquierda de O para los cuales f(x) © —1. 


Es decir, para los cuales f(x) está fuera del entorno E (i 2): 
2) Para probar que ningún número real 6 + 1 es el límite de los valores de f en 0, 


elegimos e = 114] 


, pues si é * 1, resulta є > 0. 


129 


Ahora bien, en cualquier entorno reducido del origen, hay puntos x a la derecha 
de 0 para los cuales f(x) = 1. 
Por lo tanto, para esos х: 


w-d- e 5 8-6 


Es decir, queda probado que la función f no admite a ningún número real como 
límite en el punto 0. М I | 

De manera similar puede verificarse que las siguientes expresiones no corres- 
ponden a números reales: 


5 T. : : í 1 
lim sen — ; lím, ent (х) siaeZ ; 11155222 y 


1 si xeQ 


lím, f(x) si f: x ^ 0 si xeR-Q. 


EJERCICIOS 


pe Р T 
1) Verificar que іт, sen — no es cero. 
x 


2) Verificar que lím, [mant (x)] no es uno. 


3) Probar que no existe lím, dio 


IV. Límites laterales 


Hasta ahora, al hablar de límite, hemos considerado puntos próximos al punto de 
acumulación a, a ambos lados de dicho punto. Es decir, nümeros reales en un entor- 
no reducido de centro a, a derecha e izquierda del punto a. Interesa, en algunos ca- 
sos, el comportamiento de los valores de la función en puntos del dominio a un solo 
lado de a, esto es, en un semientorno a la derecha o a la izquierda del punto а. 


Seaf:x— 25 
x 

Ya se ha probado que no existe limite finito en el origen. 

Ahora bien, el origen es punto de acumulación del conjunto de los números rea- 
les positivos, es decir, de los puntos situados a la derecha де! origen. Puede pen- 
sarse, entonces, en el límite de los valores de la función cuando x tiende a 0 con va- 
lores positivos exclusivamente. 


`A la derecha de 0, para cualquier x próximo a 0, se satisface la definición de lí- 
mite con el número 1. 


Se dice en esta situación que los valores de la función tienen límite 1 a la derecha 
de O, y se indica: 


limo f(x) - 1, 


que se lee “1 es el límite de los valores de f cuando х tiende a O por la derecha”. 
De la misma forma: 


límo- f(x) = -1, 
que es el límite por ia izquierda. 
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Definiciones 
1) Límite por la derecha 


€ es el límite por la derecha de la función f en el punto a si y sólo si: 
1) a es punto de acumulación de С = ix/xe D, A x > a;; 
2) Ve» 035 > 0/(хє0 ла<х< a+ó > fx) — [< e). 


2) Límite por la izquierda 


Є es el límite por la izquierda de la función f en el punto a si y sólo si: 

1) a es punto de acumulación de C = ix/xeD, A X < aj; 

2) ve» 036 »0/(хє0|ла-б <x<a > х) — ^1« e). 

Considerando en cada caso semientornos a la derecha o a la izquierda del punto 
a, se pueden interpretar topológicamente las definiciones anteriores. 

Se prueba fácilmente que si una función admite al mismo número real como 


límite por la derecha y por la izquierda de un punto de acumulación a, entonces dicha 
función tiene límite finito en el punto a. 
O sea: 


lim f(x) = € ^ lim,- f(x) = € 2 lim, f(x) = €. 


También puede probarse que si los límites por la derecha y por la izquierda del 
mismo punto son distintos, entonces la función no tiene límite finito en el punto. 


EJERCICIOS 


1) Hallar los siguientes límites laterales: 
a) lím,.mant (х) y іт mant (x) 
b) lím,.ent (х) y límz ent (x) 
c) lím- Ix] y lim; |х| 
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х|-х 


2) Probar que f: x > no tiene límite en O, utilizando límites laterales. 


2 8 x>1 
{ en el punto 1. 
3) Idem para f: x > bd ET p 
4) Hallar límites laterales en 2 si f: x s 


5) Probar, hallando ë( e) en la definición correspondiente, que lim,. (i - 1) = 3. 


6) Encontrar, para cada función, límites laterales en cada punto x, inicado: 


2 si xx3 Š 
` = = y =—1 
pomo si x»3 а) ху- 3 b)x=5 с)», 
х2-5 si x»1 ` 
: ! бе 
a si x<1 . Xo 


2 : 
——. si Х5-1 
nx AU a) Xy = 1 b) x, = 0 


V. Teoremas sobre límites finitos 
De la definición de límite finito se derivan las siguientes propiedades: 
Teorema 1 


Si una función tiene límite finito en un punto de acumulación a, entonces existe 
un entorno reducido del punto a donde la función está acotada. 

Antes de presentar una demostración formal haremos algunas aclaraciones. 

Si la función f tiene límite # en el punto a, la definición de límite se verifica para 
cualquier nümero positivo €. Si elegimos un valor fijo cualquiera de €, por ejemplo, 
є = 1, obtenemos algún número à positivo tal que si x € E'(a, 5), entonces ё — 1 < 
< f(x) < € + 1. 

Luego, ё — 1 es una cota inferior para el recorrido de f en dicho entorno redu- 
cido, y € + 1 una cota superior para dicho conjunto. 
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La propiedad también se verifica en E (а,б). Pero si la función está definida en a, 
pueden cambiar las cotas mencionadas. En el caso de la figura, por ejemplo, una cota 
вирепог es el máximo entre f(a) y £ + 1, о sea, f(a). En otra situación, una cota infe- 
rlor puede ser el mínimo entre f(a) y 2 — 1. 

En la demostración siguiente probamos que existe k > 0 tal que |f(x)| = k si 
x € E (a, ó). 


Demostración 


Sea lim, f(x) = € y elijamos e = 1. 
Por la definición de límite, para є = 1, 
38 >0/|f(x) - e] «1 si O<|x-a|<8. 
Además, por la propiedad 9 del valor absoluto (pág. 17), es: 
1 ЮГ-10510)-046 

Pero |f(x)| – |El = |f(x) — €] ^ I(x) -el< 1 = (0-1 «1, por transitividad de 
la relación de menor. 

Luego, |()| < |£| + 12 k si 0«|Х-а| «6. 

Por lo tanto, k es una cota de la función f en el entorno сасар de a de radio 6. 

Obsérvese que utilizamos, por razones de economía de lenguaje, la expresión 
“función acotada”, que significa "el conjunto de los. valores de la función está aco- 
tado” o “el recorrido de f está acotado”, según la definición de conjunto acotado dada 
en el capítulo 1. 


Teorema 2 


Si una función tiene límite finito £ en un punto de acumulación a, y se considera 
el número k > €, entonces existe un entorno reducido del punto a donde, para cual- 
quier x de ese entorno, es f(x) < k. 


Demostración 


Sea lím, f(x) = 
Como por hipótesis es k > £, resulta k — £ > 0. 
Vamos a elegir un número e positivo y menor o igual que k — €. 
Es decir, sea 0 < € < k - €. 
Por la definición de límite, 
38 >0/0<|x- a| «82 |f(x) - e| < k - €. 
Por la propiédad 3 del valor absoluto (pág. 17), es: 
f(x) — € = |х) — €]. 
Por lo tanto, 
f(x) -e«k-£ si 0«|Х-арс 6, 
y también ; I 
f(x) < k si 0«|Х-а|«6. 


Gráficamente, si elegimos, por ejemplo, є = улас > 0, puede determinarse 
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|x] -x 
х 


2) Probar que f: x > no tiene límite en 0, utilizando límites laterales. 


Бл: 
Барсын en el punto 1. 


Side рага TX ANA 


4) Hallar límites laterales en 2 si f: x > a - 3 . 


5) Probar, hallando ë( e) en la definición correspondiente, que Їїт,, (5 - 1 ) = 3. 


6) Encontrar, para cada función, límites laterales en cada punto х, insicado: 


f 1 si x<3 
DX 


- р = с) y, = -1 
2x-4 si x>3 аорта 


sx [7*8 а enx, = 1 
j 7=x? si x«1 . o 


K—- Si xx-1 
кхә X, AIME: a) x, = 1 b) x, = 0 


V. Teoremas sobre límites finitos 
De la definición de límite finito se derivan las siguientes propiedades: 
Teorema 1 


Si una función tiene límite finito en un punto de acumulación a, entonces existe 
un entorno reducido del punto a donde la función está acotada. 

Antes de presentar una demostración formal haremos algunas aclaraciones. 

Si la función f tiene límite # en el punto a, la definición de límite se verifica para 
cualquier número positivo e. Si elegimos un valor fijo cualquiera de e, por ejemplo, 
€ = 1, obtenemos algún número à positivo tal que si x € E' (a, 8), entonces ё — 1 < 
< f(x) < 0-1. 

Luego, € — 1 es una cota inferior para el recorrido de f en dicho entorno redu- 
cido, y ё + 1 una cota superior para dicho conjunto. 
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La propiedad también se verifica en E (a,8). Pero si la función está definida en a, 
pueden cambiar las cotas mencionadas. En el caso de la figura, por ejemplo, una cota 
superior es el máximo entre f(a) y £ + 1, o sea, Қа). En otra situación, una cota infe- 
rior puede ser el mínimo entre f(a) y 4 — 1. 


En la demostración siguiente probamos que existe k > 0 tal que |f(x)| = k si 
x € E (a, ó). 


Demostración 


Sea lim, f(x) = € y elijamos e = 1. 
Por la definición de límite, para e = 1, 
36 70/|f(x - £]<1 si O«|x-a|«6. 
Además, por la propiedad 9 del valor absoluto (pág. 17), es: 
11-10 = Ji) — e]. 

Pero 1(9|-16| = |f(x) — €] ^ |f(x) — e| < 1 = |х) — |£| < 1, por transitividad de 
la relación de menor. 

Luego, [f(x)] < |£| - 12 k si O«|x- a[« 8. 

Por lo tanto, k es una cota de la función f en el entorno (Scio de a de radio 6. 

Obsérvese que utilizamos, por razones de economía de lenguaje, la expresión 
"función acotada", que significa "el conjunto de los valores de la función está aco- 
tado" o "el recorrido de f está acotado", segün la definición de conjunto acotado dada 
en el capitulo 1. 


Teorema 2 


Si una función tiene límite finito en un punto de acumulación a, y se considera 
el número k > €, entonces existe un entorno reducido del punto а donde, para cual- 
quier x de ese entorno, es f(x) < k. 


Demostración 


Sea lím, f(x) = 
Como por hipótesis es k > £, resulta k — £ > 0. 
Vamos a elegir un número e positivo y menor o igual que k - £. 
Es decir, sea 0 < ex k - €. 
Por la definición de límite, 
35 > 0/0 < |x — a| < & > |f(x) — e| < k - €. 
Por la propiedad 3 del valor absoluto (pág. 17), es: 
f(x) — € x |f(x) — e]. 

Por lo tanto, 

fx) - V «k-£ si O«|x- a[« ә, 

y también 
f(x) < k si O<|x-al<8. 


Gráficamente, si elegimos, por ejemplo, є = Ке > 0, puede determinarse 
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Е '(а, 5) / Vx: (xeD,N Е (а, 8) = f(x) < К). 


а-8аха-б6 х 


Análogamente, si una función tiene límite £ en el punto a, y k es un número real 
menor que €, entonces existe un entorno reducido de a donde f(x) > k. 

En particular, si una función tiene límite positivo en el punto a, es decir, si f > 0, 
considerando, en el teorema anterior, к = 0O,puede asegurarse la existencia de un 
entorno reducido del punto a donde la función toma valores positivos. 

О sea, >0 = (3E'(a)/xeE'(a) п D, = f(x) > 0). 

Por las mismas consideraciones: 

(«0 -(3E'(aj/xeE'(a)nD, f(x) < 0). 

Es decir, en un entorno reducido del punto a, la función tiene el mismo signo que 
su límite en dicho punto. 
€ Esta propiedad no se cumple, en general, si se considera un entorno de a en lugar 
de un entorno reducido. Basta para ello, por ejemplo, si ё > 0, que f(a) exista y sea 
un nümero negativo o cero. 


Teorema 3 


Si dos funciones f y g están definidas en el mismo conjunto D con límites € y €” 
respectivamente en el punto de acumulación a, y € < €”, entonces existe un entorno 
reducido del punto a donde Vx: f(x) < g(x). 


Demostración. 


Sea: lim, f(x) = €, іт, 9(х) = y <. 
Por propiedad del conjunto de los números reales, 3c e€ R / é < c < €. 
Por el teorema anterior: 
(«c = 35 >0/Vx: (xeE'(a,8)nD= (х) < c), 
Y e >c = 38 »0/Ух(хєЕ ал) nD = g(x) > с). 
En la intersección de ambos entornos se verifican simultáneamente las dos con- 
diciones. 
Si, por ejemplo, ë < 6', resulta: 
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f(x) «c«g(x) si Ó < |х - a| « 8, 
о Sea, 
f(x) «g(x) si 0<|х-а| <. 
Una propiedad análoga se demuestra si € > £'.: 


Unicidad del limite 


Una consecuencia inmediata del teorema 3 es la unicidad del límite. 
En efecto, si lím. f(x) = € ^ lím f(x) = €! a € + €”, entonces, en un entorno 
reducido del punto a, Vx: f(x) + f(x), que es una contradicción. 


Teorema 4 


Si dos funciones f y g, definidas en un mismo conjunto D, tienen límites finitos 
( y ' en un punto de acumulación a, y existe un entorno reducido del punto a donde 
Vx: f(x) > g(x), entonces f > £'. 

Este teorema es contrarrecíproco del teorema 3 e indica que las desigualdades 
no cambian su sentido con el paso al límite. 

Es importante observar que Vx: f(x) > g(x) no excluye la posibilidad lím f(x) = 


lim, g(x). 


2 


Ejemplo 


Consideremos las funciones f: x—> x? +3 y д:х эх + 3. 
Elijamos D, = О, = x/x eR ^ x> 1) 
Vx € Di: f(x) > g(x) л lim, f(x) = lím, g(x) = 4. 


Teorema 5 


Si f, g y h son tres funciones definidas en el mismo conjunto D, y además: 
1) lim f(x) = € ^ л, (х) = €, 
y2) Yx: (xeD^ xa = f(x)=g(x) = h(x)), 
entonces іт „9(х) = €. 


Demostración 


Prefijado € > 0: 
35 »0/|(0)-4|«є si 0< |х -а|<% 
о € -e«f(x)«é +€ si O«|x-a|«6(1) 
y 3à'20/]h()- e|«e si O«|x-a|« 8 
о € -e«h()«e +e si O«|x-a|«6' (2). 
Si 6 < 6”, entonces, por (1) y (2), Vx e D: 
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0<|х-а|<& ә б-є« (х) л h(x) <£ +€ 
= ¿-— e <f(x) < g(x) = hx) < € + € 
= #—€e<gx) <( +€ 
= |g(x) - ¿| < €. 
Es decir, lím,g(x) = €. 
Podemos aplicar este teorema a la relación trigonométrica siguiente: 


Vx (0 <х < > sen x < x < tg x). 


х tg x 
Um пх40: 1< ту; 
Dividiendo por sen х + senx ` sen x 
x 
y 1> Sen X _ cos x 
x 


Ahora bien, lím, 1 = 1, y puede probarse que: 
lím, cos x = 1. 


Luego, resulta lím, == = 1 
EJERCICIOS 
: Хас 2) lim, < 
1) Calcular | prae md ° cosx-1 
x : sen? x 
Р 4) lim, ————— 
ray аа 
© tg? (7x) im, Sen (8x)_ 
5) SEX ims sen (4x) 
s tg (3) хээ 
7) im e 8) lím, x 
9) т Sen (mx) 10) lím ser 
у sen (nx) dal ds 


VI. Algebra de límites 


Suma de límites 


Si las funciones f y g, definidas en un mismo conjunto D, tienen límite finito en el 


punto de acumulación a, entonces la función f + g tiene como límite en dicho punto 
la suma de los límites. 


O sea, si lím f(x) =£ y limag(x) = €”, entonces 
limf + g) (x) = € + t. 


Demostración 


Si aplicamos la definición de límite a ia función f y a la función g, 
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Ve > 0 38 > 0 / Vx: (хер 0 |х ара 109 - 14) 


g^ >0/Vx: (хер A 0<|x — a| < = lg(x) ele). 


En la intersección de ambos entornos se verifican simultáneamente las dos rela- 
blones anteriores, es decir: 


ТТ (x< E' (а, 5) E' (a8) = 100-01448 л |00) – €] < 5) 
Sumando las dos últimas expresiones, resulta: 
; € € 
+ -@|<—+— =e. 
|х) el + 902 ес сые 
Por la desigualdad triangular: 
х) — € + g(x) — #'| = |х) — €] 1909 — e'l. 
Luego, por transitividad, es: š 
|х) — € + gx) — #'| < є. 
Ordenando, y aplicando la definición de suma de funciones: 
|(( + g) (х) – (6 2')| < e. 
Finalmente, por definición de límite, es: 
lim, (f+ 9) (х) = 2+ €". 


El teorema se generaliza fácilmente por inducción completa para la suma de n 
lunciones con límite finito. 


Resta de límites 


Si limaf(x) = € y límag(x) = €”, entonces (1-0) (x) = ё—{'. 


Esta propiedad puede obtenerse como consecuencia de la anterior, viendo, pre- 
viamente, lím,[—g(x)] = —£”. 


Infinitésimo 


f es infinitésimo en el punto a si y sólo si limaf(x) = 0. 
Por ejemplo, 
Ex — x es infinitésimo en 0; 
4:Х- x-a es infinitésimo en a; 
һ:х — senx es infinitésimo en 0. 
Aplicando la definición de límite, se observa de inmediato que 
límaf(x) = € <> lima[f(x) -£] = 0. 
O sea,- 
d límaf(x) = € =t=-£esinfinitésimo en а.” 


Teorema 


El producto de un infinitésimo en el punto a por un nümero real, o por una función 
acotada en un entorno del punto a, es un infinitésimo en el punto a. 
Sea limaf(x) = 0. 
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Demostración 


1) Probaremos, en primer lugar, que el producto de un infinitésimo en el punto a 
por un número real cualquiera k es un infinitésimo en el mismo punto a. 

O sea, queremos demostrar lím,[k - f(x)] = 0. 

Sik = 0, el teorema queda probado de inmediato. 


Sik + 0, para cualquier número positivo €, + también es positivo. 


Luego, utilizando la definición de límite para la función f, resulta: 


¿€ 
Ve > 0 35 > o/vx(xe D n E'(a8) = |{х)—0| < +). 


Pero, |(х)| < с |К. х) < € — к: f(x) < €. 


є 
E 
Por lo tanto, 

мє > 0 35 > O/Vx (xe D n E'(a) = Ik-f()-0| < €). 
Luego, es іт. [к f(x)] = 0. 


2) Probaremos también que si g es una función acotada en un entorno del pun- 


to a, entonces líma[f(x) - g(x)] = 0. 
Si g está acotada en un entorno del punto a, existe un nümero positivo k tal que: 


vx(xeD n E(a8) = (005) = k). 
Además, aplicando la definición de límite a la función f, resulta: 


Ve > 038 > 0/Vx (xeD n E'(a8) > x)| < =7. 


Sis < 8', en E'(a,6) se cumplen simultáneamente: 
€ 
lgG)| < k a |х) < Яс 


O sea, (5) - g(x)| < ku - €, 


Por lo teato, es: 
lima[f(x) - g(x)] = 0. 
Preducto de límitas 


Si las funciones t y g definidas en un mismo conjunto D tienen límite finito en el 
punto de acumulación *. entonces fg tiene como límite en dicho punto el producto de, 
los límites. 

Demostración 


Sea limaf(x) = € y limagid = €. 


138 


(fg) (x) — € - E = f(x) -969 — E ° = јох) — fG9é* + fo9e' — € e = 


= f(x) [9(х) — €] + € [10)-1(1). 


Observemos esta última expresión. Por el teorema 1 (pág. 132), f está acotada 
en un entorno del punto a, y por la consecuencia demostrada: en la página 137 


ie E infinitésima en a. Luego, el producto f(x) - [g(x)—€”] tiene límite cero en el 


Por razones similares, también €' - [f(x)— €] es infinitésimo en el punto a. 
Es decir, por (1): ; 
lim, [(fg) =e- e°] = lima [t -(969-6)] + lim, [2 -009-01-0. 


Luego, es 
йт, (19) (x) = 08-47. 


К , ! юп m Ї п 


Si las n funciones son iguales, queda: 


Vn€N : lím,[f(x)]^ = [limaf(x))”. 


Además, si n = 2 y Vx : f(x) = 0, es: 


lim, АХ) = imi). 
En efecto, Vx € D Vne N - {1}: 


S 
V f(x) = t(x) > f(x) = [t09]”, según la definición de raíz enésima. 
Del segundo miembro de esta equivalencia se deduce: 


I тү (х) = lím,[t(x)J". 
Aplicando la propiedad anterior, т 


Luego, líma[t(x)]" = [limat(x)]^. 


їїт, (х) = [límat(x)]”, lo cual es equivalente a: 


vV/limsf(x) = liím,t(x). 


im 0) = lima 0. 


Cociente de límites 


Si dos funciones f y g, definidas en el mismo conjunto D, tienen límites finitos en 
el punto de acumulación a y el límite de g no es nulo, entonces el límite de 2 es е! 
cociente de ambos límites. | 
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Demostración 


Sea limaf(x) = £,lim4g(x) = € y € +0. 


E : 1 
ф 1) Demostraremos primero el caso particular líma 80) "x 


Tiene sentido hablar de la función en un entorno del punto a, pues, por la 


propiedad de límite finito demostrada en la página 134, 
ё + 0 ='3E'(a) / Vc (хє Еа) n D = 9(х) + 0). 


1 1 


: 1 жы е ныкы сыл уй ШЕМ 
Por otra parte, lima ЕА zip сэ т. 809 P 
1 15 52052055 иар 62001) 
Апога Dens SUY € Р = 800 " ( Р g(x) 


Para probar que la última expresión es infinitésimo en el punto a, bastará probar 


ue existe un entorno de a do ide | и оп esta ací tada, ues e rimer f tor 


es infinitésimo en a y + es un número real. | 
Сото 6” es el límite de les valores de g еп el punto a, si elegimos 
e- 1 > 0 36 > о/м (xeD ^o < |х-а| < 8 = lalo) - {| < JEL) 
Ahora en por propiedad 10 del valor absoluto (pág. 17), es: 
llabo! = 161 s 800-61 


Сото lg(x)- £'| < = por transitividad resulta: 


е 
laoo] = el < =. 
Aplicando la propiedad 5 del valor absoluto a la última expresión, queda: 
167] E 
- 101 < рој - jet < EL 
; | 272 
Luego, - < (80) < H 


O sea, igo) > ын si 0 < ix-a| < ё. 


2 


1 
265 
le” 


g(x) 


Finalmente, resulta: vx(xe E'(a,6) = | 


acotada en E'(a,8). ПЕРРО І 
Por lo tanto, la expresión (1) es el producto de ип infinitésimo por un número real 


Ї S 
y por una función acotada en un entorno del punto a. Por teoremas anteriores 1 


(pág.137), es un infinitésimo en el punto a. 


140 


) y la función — está 


Es decir, 


3 1 1 2 ^ 1 1 ] 
—— - ——|[ = іт, 2 .——.— T = o. 
im.| B) 7 ] lím | 9(x)) РТ a) 
Se ha probado entonces: | х 


1 1 


lima = 


~ g(x) CE 
2) Para demostrar el caso general basta considerar, en un entorno conveniente 


) 


: f(x 1 
| punto a, el nte ——— como el producto f(x): 
del punto a, el cociente ad с р (х) a 


y aplicar el teorema del 


límite de un producto. 
Resulta, entonces, 


TRU Le PS PE zy 
uL - fm; 100 809) ] = límaf(x) - líma 96) ё Р E 


Funciones trascendentes 


Consideraremos ahora el límite de algunas funciones trascendentes, como la 
función logarítmica y la función exponencial. El concepto de logaritmo puede ser in- 
troducido de varias formas y, en cada caso, se demuestran por métodos diferentes 


las propiedades conocidas en el campo real. 


(En un curso más avanzado de análisis, por ejemplo, se puede definir logaritmo 
natural utilizando integrales, de la siguiente manera: 
a 


Уа > 0:1па -\ dx: 
1 x 


y demostrar, a partir de esta definición, las propiedades usuales en R.) 


En cualquier método que se utilice, la función exponencial y la función logaritmi- 
ca se definen en forma tal que resulta: 


у = b = Юфу-х 
Utilizando propiedades de los logaritmos de números reales, puede demostrarse 


que, si una función f tiene límite finito y positivo en un punto a, entonces “el límite del 
logaritmo es el logaritmo del límite”, es decir: 


т. [1одьҚх)] = logj[limsf()] (b>1). 


Ф Demostración 
Ѕеа іт. х) = € > 0. 


Por el teorema del límite de un cociente: líma H = 1, 


Ahora bien, siendo b> 1 y є> 0, resulta b° > 1 y por lo tanto es 


3 f(x К 
lm, 109 =1<b 
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Por una propiedad del límite finito (pág. 133), 


f(x) >). 
ЗЕ (0,5) / v (xe рупЕ(ад ш <b 


. E . 
Por las mismas razones, siendo b « 1, resulta: 


3E'(a,ó') (vx(xe D, N Е(а,5) > 


Luego, siô < y, ух{х e D, N Eas) => b ' < 


A) 


см « 2 ? 
ё 


Por propiedad del logaritmo de base b > 1, es: 


Іодьр 5 < loge 


Además, en el entorno mencionado se veri 
cada una equivalente a la anterior: 


— € < logs 


< logsb*. 


< € < 


сэ -Є < logf(x) — 10060 < € => 


сэ 


llogsf(x) — 1094 < €. 


Aplicando la definición de límite, resulta la tesis, pues es 


т. [оь х)] = log, (í. 


También puede probarse, para la función exponencial, que 


їл [k] = kima) (к>0), 


y para la función potencial exponencial, que 


lima [10999] = [limaf(x)]""2900 (1, )»0). 


EJERCICIOS ` 


Calcular los siguientes límites: 


vx- 2 


DONI сой 


шал, x? + 3x + 2 


Э) i sen? x — 3 sen x + 2 
: cos? x + 3 cos x — 4 
ш: cos? x — 1 
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х3 + 6x? + 12x.+ 8 


sen? x + З sen x - 4 
Sen х + 5 ѕепх я. 


р х2-2Х-3ү7 
үш. (——— 


fican las siguientes proposiciones, 


үүл ОВА m, tx? -16х420 
x° + x — 12 Jom DEED OM оын 
х +x -x-1 í — 28 
EIE 12) lim, 24 
11) lim. , 223 ) tim, Х-1 
ши : Vx-2 
lím 
13) lím, 52 то эс 14) ima X—4 
is), SL Ba 
79257 К 
7) lim, —Sos(6x) – cos(2x) 18) lim, SEN) + x 
17) limo E салах со х – ѕеп(2х) 
к 7 тетет 
19) limo Vs — Vitsen x 200105 Баа 
21) шт (3х) — ѕеп(5х) .. . 22) lima 2-4 
zm х“ — 64 


VII. Límite infinito 


La no existencia de límite finito puede significar, como se: ha visto, que existen 
límites finitos distintos a derecha y a izquierda del punto de acumulación elegido, 
como sucede en el origen para la función signo (pág. 130). También puede significar 


que la función oscila, como sucede en el origen con la función sen с. (раа. 60 ). 


O bien, que cuando х se aproxima al punto de acumulación, los valores de la función 
superan, en valor absoluto, a cualquier número positivo prefijado. 


Consideremos la función f: x > —, que ne tiene límite finito en el origen. 
х J 


Si prefijamos cualquier € > 0, siempre es posible encontrar un entorno reducido 
del punto de acumulación 0 en el cual los valores correspondientes de la función son 
mayores, en valor absoluto, que €. 


Por ejemplo, sie = 105, H > 105, lo cual equivale a: |x| < 


х» 
105 ` 
1 


Ї < - Барсын 
Es decir, 0 Ix- 0| i55 


э |+ > 10, y en el entorno reducido de 0, 
x 


de radio 10 $, cualquier x del dominio tiene una imagen mayor, en valor absoluto, 
6 
que 10°. . 
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Рог convención, para indicar la situación anterior se admite el simbolismo si- 

guiente: 
Їїт, (х) = =. 

El concepto de límite infinito se puede diversificar, considerando el signo de los 
valores de la función: 
lim, f(x) = + = e Ve» 035 > 0/Vx:(xeD, л 0<[х—-а|< ó = f(x) > e) 
y . f 
Пт) = — о <> Ve > 038 > 0/Vx: (xe Di A 0 < |x—a|< ó = f(x) – e). 


i і ifique la siguiente propo- 
En general basta considerar ô= < para que se verifiqu g 


sición: 


Л 1 
0 < |x-0| «8 =|- > €, pues |x| pu = > є. 


Definición 


тх) = + x 


Una función tiene límite infinito еп el punto de acumulación a de 2 к si y 
sólo si para cualquier número positivo € existe un número positivo 8, tal que: 


Ejemplo 1 
үх: (x€ D; л 0 < |x—a| < à = |х) > 6). /етр 


Utilizando la definición, probaremos que lima 23 = =. Ello se verifica si y 
solo si: 
Ve > 0 38 > 0 / Vx: (xen: A0<|x-3|< ë => | 23 | >e). 
Obsérvese que 0 < |x-3| < 6 = 12 
|х—3| 5 


5 š 1 1 E s 5 
Por lo tanto, si elegimos * = €, O Sea, ô = x se satisface inmediatamente la 


definición propuesta. 


I jemplo 2 
lim, 9-8. = x = ve > 038 > 0: (° «| Юю-5| «5 ә 26 | >e) 
i í i Ай ión f. : x-6 Т 2х3 
La recta de ecuación x = a se denomina asíntota vertical al gráfico de la funci Vemos que - | == : 


En este caso interesa especialmente € “tan grande como se quiera. . 
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Exigimos:0 «8 «12 4«x«6 > Ix-3| > 1. 


Luego, si & = mínimo (1. 2). resulta: 


* E ë 
i AN Dal ceso SL ee S X |> 
кык C pss s x-5] х- 
Ф Ejemplo 3 

нээ o: (0« -s«s =|] >€) 
líms cac ete dee zl ix SURE PET 


Observamos que: 


_х-3 _ >€ < pepe вр ЕЗ. 
х2-4х-5 |х—5| |х+1 € k+1| 


Si exigimos 0 < 3 < 1, o bien 4 < x < 6, resulta |х—3| > 1 y también |х+1| < 7. 


š 2 1 
Luego, podemos elegir 6 = mín (1. = ) 


Ahora bien, 
: 1 XO среза cte 
0 < Ix—5| < ó = |х—5| « E = 7 i-5i >€ => "TET ix-5| 


La ültima implicación mantiene el sentido de la desigualdad, pues se ha reempla- 
zado el numerador 1 por un valor mayor y el denominador 7 por un valor menor, lo 


que incrementa la fracción. 


EJERCICIOS 


> 1 
1) Demostrar que límo irs 


2) Demostrar que líma M oc 
Я 1 
3) Demostrar que limo IE + о 
1 1 
4) Demostrar que limo (-—) = -o 
: 3 
5) Demostrar que lím; "i e х 
: 5х-1 
6) Demostrar que lim» E = 
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7) Demostrar que lim., 2 _ - 
х2-2х-3 


VIII. Generalización del concepto de límite 

Interesa también considerar una definición de límite para cada uno de los casos 
siguientes: 
1) límite finito para x + х; 
2) límite infinito para x — + o. 

Sif es una función definida en un conjunto no acotado, aceptamos las siguientes 
definiciones para los casos propuestos: 


Primer caso: límite finito en un conjunto no acotado 


lim. f(x) = £ e» Ve» 038 > 0/Vx(xeD,AxI» 5 = |х) - e| < €) 
lim, f(x) = 2с ve» 035 > 0/Yx: (xe Diax > ó = |(х)- e| < €) 
lm t(x) = £ = ve» 033 > 0/ Vx: (xe Dax < -ò = |(х)— 4 < €) 


La recta de ecuación y = £ se denomina asíntota horizontal al gráfico de la 


lunción f. 


De acuerdo con el gráfico, se verifica lim... f(x) = £ y йт . f(x) = £. También, 


lim. f(x) = 4. 


Obsérvese que en este caso debéelegirse el mayor entre los números 8 y à'. 


Il jomplo 1 


2x +1 
х-3 


Seat:x=> 
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Para calcular lím, f(x) es conveniente dividir numerador y denominador por x, 
1 NUMAE : 
observando que za y 3 son infinitésimos si X — >. 


: 
2x +1 сэв? 

Resulta lim, ———— = lim. X ыд: 
1 === 
х 


= 2ylim_. f(x) = 2. 


Se verifica, además, lim... f(x) | 
2. Para ello Ує > 0 debemos encon- 


Probaremos, por ejemplo, que lim,- f(x) = 
trar &(є) > O, tal que 


2012 < e). 


Үх: («eo^ x > 8 = 


2x+1 | T 
-2| = — 
х-3 ix- 3| 


Observemos que 


11 
Sihacemosà = 3 + T, resulta: dias ccs у 
Т 1 7 a |-x-2» xis 
кы сй усту ун еа аа Rudi Qu s < є с =®к-24> 
€ € € Ix—3| сэ 
2x +1 Ejemplo 3 
x 3 -2| < є. 2 
2 
Beat x — S —4x+3 
х2-1 
Ejemplo 2 
Sea f: x — xr 
Cun lin x? 43 е 
; х? + 1 guns 
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Pero 


Pare Í ividi 
a calcular lim, f(x) se puede dividir numerador y denominador por х2: 


5х + 


1 


Elegimos 6 > AL. 
€ 


vx (хер, л x< -ô > 


5x+1 


Debemos probar que Ve > 0 3&(є) > O, tal que: 


11 
E =» 


х—2 n 
ЕЕ 
є 
-11 
€ 


4 3 


jury 
X x 


1 
1 + — 
x? 


2 


-x + 2> — > 
€ 


Водипао caso: límite infinito en un conjunto no acotado 


lim, х) = œ e Ve> 035 >0/Vx:(xeD, АХ > ó = IG) > е) 

IM, fx) = £o e Үе» 035 >0/Vx:(xeDnx> ô = 10) > 9 

ит, f(x) e -> <> Үе» 016 >0/Vx:(xeD, Ax > 5 > f) < —€) 

Пт f(x) = +0 <> Үе» 035 > 0/Vx:(xeD, nx «-àó = f(x) > е) 
y= 


Ит_„Ңх)= —®= «=» Үе» 036 >0/Yx:(xeD Ax -6 = fK < -6) 


Ejemplo 


Resulta también lím.... f(x) = 1 y lm f(x) = 1. 
Bea t: x — x° + 1. 


4 Ejemplo 4 
x 


Seafx — 
мк -1-1 


f(x) podemos dividir numerador y denominador por \ x° 
el signo del número x, deben calcularse separadamente 


Para calcular lím.. = |х|. 
Сото el valor |х| depende а 
т... f(x) y lím.. f(x). 


x 
. z H = eon ELA E 
Considerando х > 0, resulta lim... f(x) =  п.х py = 
1 1 
1+ T 
x° dx 


x ixi lim. (x3 + 1) = +% 


= lím- су ый, $ 
1-4 ОЕ 
o También: 
lim, (х3 +1) = 0 


EJERCICIOS 
1) Demostrar que lím. a = 0 
x 


1 


2) Demostrar que lím, —— = 0 
x 

1) Demostrar que lím, PUE. 2 
x1 
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4) Calcular los siguientes límites: 


а) lima x = > (dividir numerador y denominador por а 

b) lim... HA ©) im... 

d) im. — o. e) lim. з 

f) lim. DE pe. 9) т. a гүн 
3x : 3x 


b) lím- 


5) Mee үсэг N х2-1-Х 


(dividir numerador y denominador por Vx? = м) 


2x — 1 
6) a) lím Эс! b) т. 
e VA + x — x VA +х—Хх 
i 2 
0 АХ v. xe ух? +1 b) lim... Vx +х+\/х° + 1 
NET с ETT 
Я Væ +х +1 ух + x БУ lcs М + x + 1 + +x 
ió М“ +х+1+х Vx% +х+1+х ` 
NENE 
: VAR +х+1+\/х° + X b) lím VA: +х + 1+ ух +х 
к 9x? + x + 2 + Зх ус Vox? + x + 2 + 3x 
10) а) іт... ех b) mMm- ех 
с) т, ёл d) lím_.. ех 
e) lim, thx . f) шт... thx 


11) Calcular los siguientes límites laterales: 
LA 1 ) 
a) limo+ (з=) р) límo- (ss 
1 2 
c) límo+ (а 3 d) límo- Ve * 


12) Calcular los siguientes límites laterales: 
1 


Ор Чэ х | Бл реа? 
а) fms 1 b) limo+ теу 
2+ 3* 2-3" 
| dividir numerador y denominador por 3 :) 
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IX. indeterminación del límite 


Ya se ha indicado que una función cuyo límite es cero en el punto a se ¡lama 
Infinitésimo. De la misma forma, si una función tiene límite infinito en el punto a, se 


llama infinito. Ambas denominaciones valen también para el caso de x tendiendo a 
infinito. 


Puede considerarse, en especial, el cálculo de límites y la comparación de infi- 


nitésimos e infinitos, pero se trata solamente de casos particulares del límite de una 
función. 


En general, si f y g son infinitésimos en el punto a y lima ES = € = 0, enton- 
cos f y g son infinitésimos del mismo orden, y si ё = 1, se llaman, además, infini- 
lósimos equivalentes. 


f(x) 


Si lima ON = 0, entonces f es de orden superior a 9, 
ysi: lima ON = œ, entonces, f es de orden inferior a g. 


Recuérdese que al hablar de lim, “2 JO) paraf y g infinitésimos, сото lím, g(x) = 0, 


g(x) 


ho se puede aplicar el teorema correspondiente al límite de un cociente. Para calcular 
dicho límite pueden hacerse previamente todas las simplificaciones, operaciones y 
Buntituciones convenientes, recordando que x — а + 0. 


Ejemplos 
: 2 
1) ит, x = limo 222 . lím, (sen x) = 1.0 = 0. 
2x? - x | .. (Qx«1)(x-1Y  , 2x +1 
lin, —5—————— = lm, —— = lim, ———— = 
p х2 ! (42) (x-1) E 


* Considerando el polinomio р(х) = 2x? — x — 1, como p(1) = 0, por el teorema 
Bel resto р(х) es divisible por (x — 1). Lo mismo sucede con el denominador. 


8) lim, Que Хо іт Part) _ ím, ды де 
х? – 4х + 4 (х2) (x-2) х — 2 

Los ejemplos anteriores indican que el cociente de dos infinitésimos puede tener 
bualquier límite, finito o infinito, según las funciones elegidas. 

So dice, por ello, que el cociente de dos s nos es un caso de indetermi- 
hación del límite. d 

Antes de referirnos a los casos de indeterminación del límite hemos de aclarar 
la voz más este concepto. Un límite es indeterminado cuando no puede anticiparse 


в determinarse el resultado y se deben efectuar simplificaciones, reemplazos lícitos, 
lo, antes de encontrarlo. 
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Por ejemplo, el producto de un infinitésimo por una función acotada tiene límite 
nulo (pág. 138). Por lo tanto, está determinado. En cambio, no puede anticiparse el 
resultado para el límite del producto de un infinitésimo por una función no acotada. 
Este es un caso de límite indeterminado. 

Enunciamos a continuación distintos casos de indeterminación del límite. 


Casos de indeterminación del límite 


1) Cociente de dos infinitésimos. 
De la misma forma, las expresiones тые corresponden a límites indeter- 
minados: 3 
2) Cociente de dos infinitos. 
3) Producto de un infinitésimo por un infinito. š: 
4) Suma de dos infinitos de distinto signo. S 


5) Цх)99) si х) = y (х) — =<. 
6) (х)99 si fx)— 0 y 9099. 
7) (х)#® si х) э < y 9(х) = 0. 


Para calcular límites donde se presentan casos de indeterminación, conviene, 
como ya se ha visto, recurrir a artificios de tipo algebraico. 


Por ejemplo, para calcular lím. x mS > ‚ que es el cociente de dos infini- 
tos, se puede dividir numerador y denominador por x°. 
Resulta lím. M MR a rco 
3 -—+ — 
x x 
и еы D 
5 gu, 2 2 4 
En forma análoga, іт. савы lim. 5 x x = 0 


x5 + x? + 9x 1 9 
idee trm 


(dividiendo numerador y denominador. por. X je 
Para calcular un límite del tipo 5 se recurre al nümero e. 
E 


x 
e = lim, ( + 2j = limo (1+x)* (véase cap. 9). 


Por ejemplo, tratemos de calcular lim. (8) 


Se trata de una función potencial exponencial, cuya base tiende a 1 y cuyo expo- 
nente tiende a infinito. 


u 
Haremos intervenir al número e = lim, ( + 1) А 
и 


3x 3x 3x 
im, ( хэ ) о А223 даз ар 12222 3 
x-2 х-2 х-2 х-2 
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1 
1 5 E m. 
& lim, ЇР 1 ES E х-2 


Х-2 
5 


Téngase en cuenta que el cálculo de límites indeterminados puede requerir, a 


E RS curso, recursos artificiosos, como cambios de variables o reemplazo 
e à 0, рог otros equivalentes. Salvo que se quiera agilizar cierta destreza 
para descubrir artificios, es preferible dejar la resolución de los casos más сотріі- 


a al ue uti гал de Ї adas ac lita no ab emente 
los ( álculos. ; | 


EJERCICIOS 


Calcular los siguientes límites: 
1 


x 2x 
1) limo (14-5x)* 2) іт, 22) 
нм 3x- 1 
9) lim, (=) Жл 
2x-3 4) lím. >) 
3+5x 
b) limo [cotg x — cotg(2x)] 
2 + 
6) lim. сын -5Х-2 
B 2x* + 3x- 1 
7) lim, -X —9x*1 
3х2 +6 т отыз 
| 3x* + 2х? — 1 
2_ 2 х-1 
0) lím тке ORE M Í ( x“ *2x- 1 
ыу изе уа 10) іт. 25 
А 2x? + 7x + 6 
12) lím, —— 
11) limo Ema ) 2 Зх? + 5x — 2 
x 
3x+1 
4Х- 
19) lim, —en x + вепх-2_ 14) im. (5253) 
5 sen^x — 4 sen x + 3 Ё 
4 3 
2x Тера 2E А 
1^) lim, ( Зх +1 ) Š 2 — 2x 
3x-5 
: А 414-Х-41-Х 
3 2 18) lím 
17) limo бы — ) d X 
д — 2х 
2 
lg ndo rs cO M TT А 
) Siendo f: x — VER 66 , calcular: a) lim 4f(x); b) Іт, (х); c) lim «f(x), 
2 
90) Sie : A ЕЮ еве т - 
) Siendo f: x a PAR , calcular: a) інт _ f(x); b) limaf(x); с) lim f(x). 


155 


21) limo Matx- VS .22)jm, VELEZ 
- 1 f 
^ VBx + 3 – УЗх + 5 
23) lim, —9X t1 _ 8 BR 
Зх + Vx 24) lim. — 563 
р 5x? | 
25) lim. í ( Pes 2) 
7+xVX 26) їп» ES 
; | ; 
27) limo AS - 28) límo (cos x)" 


X. Asíntotas lineales a curvas planas 
Ya se ha considerado, en el capítulo 3, al aproximar el gráfico de funciones ra- 
cionales, la idea de asíntota. 
Volvemos ahora sobre la misma idea, utilizando límite. 


1) Asíntota vertical 


Definición 


La recta de ecuación x = a es asíntota vertical al gráfico de la función f si 


sólo si limaf(x) = oc. 


Ejemplo 1 
х-5 
ea f: ——— 
Seaf:x— 275 
lims T = = > la recta de ecuación x = 5 es asíntota vertical al gráfico d 
Ejemplo 2 
1 
Seaf:x— —— 
ах х2)? 
156 


1 


(х2)? = æ = la recta de ecuación х = 2 es asíntota vertical al gráfico de f. 


lim; 


?) Asíntota horizontal 
Definición 


La recta de ecuación y = € Í j 
P A 32 3: 
шаг у asíntota horizontal al gráfico de la función í si y 


Ejemplo 
х2-х 
Sea Ех => —— 
x° — 2x — 3 
lim, = cue t= 'larectade'ecuacióny = íntota hé 
x?-2x-3 cuacióny = 1 es asíntota horizontal" 
Además, 
йт, A ЖЕ “ДМ e : 
x° – 2х – 3 la recta de ecuaciónx = -—1 es asíntota vertical 
, 
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улт AE mide 
| 3 2 – 2х – З 


Obsérvese que el gráfico de f corta 


El gráfico de una función pu 
puntos. Por ejemplo, la función f: 
eje x y lo corta n veces para cu 
3) Asíntota oblicua 
Definición 


La recta de ecuación y — 


función f si y sólo si lime [f(x) — (px + ай] = 0. 
En este caso se verifica lÍM..f(x) = œ y Қ) = px + q + 9 


tésimo para x > ©. 


Ejemplo 
x2 + 2x 


Sea f: x => : 
х-2 


la recta de ecuación x = 


ede cortar a una asíntota h 
х э 2-* sen x admite com 
alquier nümero natural n. 


= 3es asintota vertical 


a la asintota horizontal en el punto (-3;1). 
orizontal и oblicua en п 
o asíntota horizontal al 


(x), donde g es infini 


px + q(p + 0) es asíntota oblicua al gráfico de la 


do de sesun poli 10: о ае рп пе grado res ur | Оо de gr do | enor que el 
y 5 
до , segun se ha visto en el ејеп plo a ме IOr. 


2) Asintota horizontal al gráfico de f: x > — 


3) ldem para f: x — 


EE 


Luego 
99g 


es infinitésimo para x — х y s es una función lineal, cuyo gráfico es 


Asintota oblicua al gráfico de la función racional 26 
hr 


EJERCICIOS 
1) Gráfico aproximado, indi í те? 
кале р ‚ indicando asíntotas, para cada una de las siguientes fun- 
jore І x+4 
х-2 g:x хе = 46 
з — ay? 
a 12 и ЭА 
х? + 2x à хо 97 
x? — 2x 


Prem EDEN y su intersección con el mis- 


mo. (Resolver la ecuación que se obtiene al igualar valores.) 


220-х | 
х2 – 2x — 3° 


4) Indicar dominio y ecuaciones de las asíntotas lineales a los gráficos de las si- 


guientes funciones. Hacer un gráfico aproximado, buscando previamente las in- 
tersecciones con ambos ejes. 


Para encontrar la ecu 


sión de polinomios. Resulta f(x) = (x+4) + 


`y = x + 4 es asíntota oblicua alg 
=0. 


= lim. 
-2 


Asíntotas de este tipo aparecen 
d que el grado del denomi 


numerador es mayor en una unida 
En efecto, si la función raciona 


mica f, de grado п > 2, sobre la función polinómica h, de grado 


dicho cociente resulta: 


fo) _ 


h(x) 


ARA 


8 
х-2` 
ráfico de f. En efecto, es lim, (fx) = ( 


ación de la asíntota oblicua es conveniente efectuar la di 
Luego, la recta de ecuaci 


en funciones racionales cuando el grado 


nador. 


24 
а XcobupXec 3 Ё 
Ix 5 5 ТН хыз хб 
x? – 2x° — x + 2 х? — 6x +9 
Es 02 er es 
х zi ug 4 ОРЗ Бх 
хХ2-х-6 x? + Зх 
3 х-2 Ё 
MES O буз ыле Duc 
x) + x? — 6x x + 3х2 – 4 
2 
| х2 — Зх 3- 
mo 2629 ы он 
х х2-3 
x? + 3x? — 10x 5 2 
п - quur oi ыы 
— 4x? + Зх х2-4 
f) Indicar en qué puntos el gráfico de f corta a su asíntota oblicua si fix — zd. 
3? +1 
3 
0) Idem six — qoc sas 
4x? + 10 


| considerada es el cociente de la función poli 


r(x) 


s(x) + hx)" 


n — 1, al efect 


n p 32 i : Р 
) Dar una función cuyo gráfico admita dos asíntotas verticales y una horizontal 


i lal T Е : 
1) Dar una función cuyo gráfico admita una asíntota vertical y una oblicua 


u) Dar una función cuyo gráfico сопе a su asíntota oblicua. 
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10) Hallar dominio, asíntotas, intersecciones con los ejes 


fico sif:x > 


Зх — 6 


х2 -х-2. 


x? + 2х – 15 


11) Ídem paraf: x > 


12) Dominio, asíntotas, intersecciones con los ejes y gráfico si f:x > 


13) Ídem si fx ^ 


Y. 1 x-1 | 
cuación: |—— = 
x+1 


(Para verificar la solución se sugiere graficar f / f(x) = 


2x2 -2x-4 
14) Hallar el conjunto de todos los números reales que satisfacen la siguiente in 


15) Ídem si хо? 

х—5 

Мо .| x-2 
idem s 

16) Ide | ло 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 4 
Sección |! 


10-65 


22 0 < 6 = 
20 < 6 = 


4) 0 < = 
5) 0 < = 
6) a) 0 < ó 


5) 0 < ô 


c) 0 < ó 
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ojm aja 9 от o|^ 


lA 


lA 


x—1 


3 


= 1. 


|= 
4 . 


| <5. 


‚0000125 


y recorrido. Hacer el ога- 


.dJo<á < Š 
2 


7) 0 < 8 < V€ 
8) 0 < 8 x min (1,4€) 


A 


9) 0 < 8 x mín (2-2) 


10) 0 < 8 = mín (4,5) 
273 


Sección IV 
1) a) 01 b)2;1 c) 0 
2) limo» f(x) = 0 limo- f(x) = —2 
9) lim, + fy 3 lim,- х) = 2 
4) Пт. f(x) = —1 lim,- f(x) 1 
5) 0 < 6 = mín (+5). 

2 8 


0) иту, f(x) = líma- f(x) = 2 йт» f(x) = 


Bección V 


Bección VII 


| 1 
hoast 20<5= 1 30-85 


lims- f(x) = 6 


lím 1») = lim_;,- f(x) 22 тү» g(x) = lim,- g(x) =6 
lim_;,+ h(x) = 2 lím. ,- h(x) ш-2 límg. h(x) - límg- h(x) z 


х 1 
2 2-2 a34 40 90 a $ 723 ak 
m 
YT 105 
Bocción VI 
V2 3 
m Ж. 42% 5-5 6)0 7) 5 
HŽ 3100 mo 432 191 14 AD ugue 
4 4 
|) 16 iaa 19-1 odo 2)-1 23 а 
4 | 64 


тїп 1) 
5)0< 8 = i 6) 0 < ó s min ($) IPUR ( 2) y = 1 as. horizontal intersección en (—4;1) 
3) y = 2 as. horizontal intersección en (—2;2) 
Sección VIII 4) D, = R-12,1,-1) х = 2 y x= -1as.vertt y = Oas. hor. 
noe es 2) 5 = ын 3) 5 = 4 D. = R-(-3,2) X = —3 as.vert. y = x — 2 as. obliclua 
MERE : D, = R-{3} x = 3as.vert. у = 1as. horizontal 
s 3 B à 3 do ех 03 9- з D, = R-(0,-3) x= —3 аз. vet. у = х— 2 as. oblicua 
2 D, = R-12,-3, 0) x= -3 y x = баз.уеп. y = Oas. hor. 
5) а) š b) - e D, = R-(1,-2) x= —2 y x = 1аѕ. мей. y = Oas. hor. 
2 D, = R-(0,4,-4] x= 4 y x= -48s. vet. y = Oas. hor. 
6) a) 2 b) - E D, = R y=x as. oblicua 
! D, = R-10,1,3) х = 1 х = Заѕ. уеп. у = 1 аѕ. hor. 
7) а) 1 Ы += 1 ў : 
D, = R-12,-2) х = 2 y x= -2as.vert. y = x + á as. oblicua 


By = ix as. oblicua. El gráfico de На corta en (— 3; — 1) 


0 y = lx as. oblicua. El gráfico de f la corta en (-2; - 2) 


2 
zh. гол c) 1 d) = = TS. Т В EN 
12) a) b), — ) 3 7) Ejemplo: f(x) NS 
5 245 
Sección IX B) Ejemplo: f(x) = — 
= Í. х 
> 2 3Əe 4e 5) | 
| 8) Ejemplo: f(x) - A 
2 х +х+ 2 
З "we араг эш. i ^ 
2 10) (х) = vun Au £2. D, = R-(2,-1) Вес, = R-(0,1) 
m2 12)4 18) -4 Me 15) е | 
l : Í as. vert: x= -1 as. hor: y 0 
aa ao aes 233 c! 20) а)= b)O c) OS 
2 
У5 “юу 3 %0 
= 22) v2 23) ) 
21) 0 3 
25) х 26) 0 27) 1 28) 1 
Sección Х 
1) £x = -2 as. vertical у = 1 as. horizontal 
g:x = 4 as. vertical y = 0 as. horizontal 
h:x = -2 as. vertical y-x- 6 as. oblicua 
t 0 as. vertical y = x — 4 as. oblicua 
162 
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11) D, = R-(1) Rec, - R 


' 13) D, = R-(2,-1) 
as. vert: х = 1 as. oblicua: y 2 X4 as. vert: X= -1x=2 
| | as. hor: y = 0 

у int. ejex: (3;0) у (—5;0) 

45 int. eje y: (0;15) 


. : 3 
int. eje y : o;- Z) 
ES ( 4 


48...» 


14) (x/x 0] 19 (хїх«5у5«х«-8-үхь-2-| 


16) (xS vx» I) 


12) f(x) = 6 


NOR c D, = R-(2,-2) 

as. ver.: x= —2 
as. oblicua: y = 3х—6 
int. eje x: (00) 

int eje y: (0;0) 


х-2 


5. CONTINUIDAD 


Sea f una función у a ла punto de acumulación de su dominio. Como ya se ha 
visto, el punto a puede ` .3 pertenecer al dominio de f, es decir, el valor f(a) puede 
existir o no como пите’ 5 real. j 

Por otra parte. la idea de límite se desvincula de lo que suceda en el punto a, у 
el símbolo lím,f(x) tiene un sentido independiente de! valor f(a). 

La función f puede estar definida en a y no tener limite finito en dicho punto. Pue- 
de existir lím,t(x) y no existir f(a). Pueden existir el límite y el valor de la función y ser 
distintos números reales. O bien pueden existir ambos y coincidir. 


1, Función continua en un punto 


Si existe límite finito en un punto de acumulación a, si existe el valor f(a) y, ade- 
más, ambos números son iguales, se dice que la función f es continua en el punto a. 

Por lo tanto, la continuidad de una función en un punto de acumulación de su 
dominio se refiere a tres condiciones: la existencia de límite finito en a, la existencia 
de f(a) y la coincidencia de ambos valores. 


Definición 


Sea f una función y a un punto de acumulación de su dominio; f es continua en a 
si y sólo si: 

1) 3f(a); 

2) 3 іт, f(x) (finito); 

3) limafbg = Қа). 


Si a no es punto de acumulación del dominio se conviene en considerar que fes 
continua en dicho punto si existe f(a). 


Como la continuidad se basa en el concepto de límite, puede darse también la 
definición utilizando entornos convenientes de a y f(a): f continua en a = 


=>VEe>035>0/Vx:(xeD, ^ |х-а|<8 = |х) — f(a)| < €). 
Nótese que, respecto de la definición de limite finito, se han introducido dos mo- 
dificaciones. En primer lugar, se ha reemplazado el número £ por el número f(a). En 
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ndo lugar, no se exige que el entorno de a sea reducido, es decir, no se exige 
A, pues f está definida en a y en dicho punto se verifica: 


> 0:(f(a) — Қа) = 0< є). 


Obsérvese también que en el caso de una función continua los símbolos de fun- 
y de límite pueden conmutarse: lim,f(x) = f(lím, x). 


continuidades 


Si no se verifica la definición de continuidad en un punto a, la función conside- 
а es discontinua en a. 


Esto puede suceder si no se cumple una cualquiera de las tres condiciones que 
lge la definición. Es decir, una función puede ser discontinua en a porque no existe 
8) o porque no existe lim,f(x), o porque ambos existen pero son distintos. 


Baso 1 


Sea f: x —> 


-9 : 9 
“са Estudiemos la continuidad de f en el punto 3, que es punto 
00 acumulación de su dominio. 


| 3 no pertenece al dominio de 1, o sea, no existe f(3). Sin embargo, existe 
Im4f(x) = 6. 


El gráfico de f es una recta de la cual se ha excluido el punto (3:6). 
Puede conseguirse una función f,, continua en el punto 3, de la siguiente manera: 
f, = 60463; 6)). 


Es decir, la función f, tiene como imagen del número 3 el valor del límite consi- 
dorado, o sea, f,(3) = 


Obsérvese que f,, continua en 3, no es la misma función inicial, pues el par 
(3; 6) ef, y, en cambio, (3; 6) £ f. 


En éste caso suele decirse que la función f presenta una discontinuidad “evita- 
ble" en el punto 3. 
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Саз0 2 


1) Sea f: x — ent x. Estudiemos la continuidad en el origen. 


| | i tie 
La función está definida en el origen y f(0) = 0. Como ya se ha visto, f no 


i inui "esencial 
límite finito en dicho punto. En este caso la discontinuidad suele llamarse “es 


: ión 
Utilizando la definición de límite por la derecha, puede decirse que esta funció 
continua a la derecha de a, pues 

lfímg,ent(x) = 1(0). 


2) Sea g: x 


ini 10 ior, la funci 
En el punto 4 la función no tiene límite finito. Como la función anterior, la 


g presenta una discontinuidad esencial en dicho punto. 


1 


" VIEN : 4 
Si se considera la función g3: x ^ x-4 Si х + 
k six = 4 


р . + H H sen 
aunque ahora la función está definida en 4, la discontinuidad también es e 
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x? + 83 si x #1 
өн | 


2 Si X = 1 


El gráfico coincide con el de la parábola y — x? + 3, con excepción del punto 
J que ha sido reemplazado por el punto aislado (1; 2). 
Ёл este caso, lim, (х2 + 3) = 4, Қ) = 2 y limf) 410) 


De la misma forma indicada en el caso 1, la discontinuidad de f es "evitable" en 
nto 1. 


En resumen: 

1) f! presenta una discontinuidad evitable en el punto a si y sólo si f es discontinua 
en a y existe limite finito de f en а; : 

Ë) í presenta una discontinuidad esencial en el punto a si y sólo si f es discontinua 
en a y f no tiene límite finito en a. 

, 


х? + 2х – 3 


! х E PEELIEDESOIC MEAE Эг H > PA Ч 
TS ES Encontrar los puntos de edad y clasi 


ато5 en primer lugar el dominio de f. 


(x— 1) (х + 3) 
(x + 1) (x— 1) (x - 3) 


> D, = R-í1,-1,3) 


шодо, f es discontinua en 1, —1 y 3. 


: 2 х-3 | T 
Como іт f(x) = UMS = -1,la discontinuidad en el punto 1 es 


Сото іт f(x) = =, la discontinuidad en el punto — 1 es esencial. Análogamen- 
là discontinuidad en el punto 3 es esencial porque limaf(x) = оо, 
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* Ejemplo 2 h: x> sen 2 0 


-|x — 7| si x>5 dx т " 
3 sh X 55 | m: x— x sen — enx = 0 
f:x— 4 х®-6х+3 8 O=x<5 T. | s:x> ent x enx = 3 
tg x si x<0 ax (1-2n)-— AneN 
i т 2 х2 – 25 . 
0 si x = (1 – 2п) — ^neN Р А20 six Ф —5 
2 x+5 
: шоо" T : ne rx enx = —5 
Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidad lateral 6 ЕИ 
en dichos puntos. ЕТА SLE: 
> 12 nx = 
X530 en x 10 
2) Estudiar continuidad a derecha e izquierda de: 
f: x — ent x enx = 1 
Sp 
g: x— 2х enx = 0 
3* 2 
h: AE епх = 0 
4 
3* +2 
m: x — mant x enx = -1 


3) Encontrar y clasificar los puntos de discontinuidad de: 


p 269 MR : e e 28 
х2-х-6 AR 
Qu X2 tX — 16x — 16 is x?— Зх + 2 
х3 — 16x ; x? + 3x? 2x 
1Х-э- : х2-х-6 
Я ѕеп х Е x? + 4х +3 
1 six«1 
h:x—12 six = 1 s кгс 
2x si x > 1 X? + x? — 6x 
4) Sea š 
m 13790: v, [Ix * 2l six=0 
El dominio de f es R. Es discontinua en 5, en 0 y en (1 - 2n) conn e N. 


1 
х-3 


Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidades laterales 
en dichos puntos. 


En 5 la discontinuidad es evitable. Las restantes discontinuidades son esenci 
les. En O es continua por derecha. 


2218 510 <х< 2 


six>=2 A x £ З 


EJERCICIOS 


5) Idem si 
1) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados h ; ; 
cuando corresponda, clasificar el tipo de discontinuidad: ЭНД Snx sU 
T А 
f: x |х| enx = 0 Dues шинэ 510<х<1 
ах епх = 0 |х-3|+|1-х|+2 511 « x« 3 
х x? — 6x +13 Ax > 3 


170 


6) Definir en el intervalo [ —3; 3] tres funciones h, f y g, tales que: 

h sea continua en [— 3;3]; 

f presente una discontinuidad esencial en x = 1 y епх = 2, y 

g presente una discontinuidad evitable en x = —2. | | 
7) Definir una función que presente dos discontinuidades evitables y una esencial, 
8) Definir una función que presente una discontinuidad esencial con límite infinito y 

otra esencial sin límite infinito. 


II. Algebra de funciones continuas 


Recurriendo a los teoremas correspondientes de límite finito puede demostrarse: 

Si f y g son dos funciones definidas en el mismo conjunto D y ambas son conti- 
nuas en el punto a, entonces 

1) f + g es continua en a; 

2) f — g es continua en a; 

3) fg es continua en a; 


4) Г es continua en asi g(a) + 0. 
0 


mostraremos, como ejemplo, la primera parte. M 
nias 9) (х) = ШЫЛ) + límag(x), aplicando el teorema de límite de una 
suma. I 
т f(x) + lím.g(x) = f(a) + g(a), por ser fyg continuas en a. 
Қа) + g(a) = (f + g) (a), por definición de suma de funciones. 
Luego, lima(f + g) (x) = (f + g) (a), y la función ї + g es continua en a. 
De ia misma manera se demuestran las proposiciones restantes. 


Continuidad de la función compuesta 


Teorema 


Sean f у g dos funciones para las cuales Rec, C D,. Sig es continua en a y f 
es continua en gía), entonces la función compuesta f o g es continua en a. 
Debe probarse: lím, (f o g) (x) = іт, f [g69] = f [9(a)]. 
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Demostración 


Como f es continua en g(a) - b, prefijado cualquier nümero e 0, 
38, > 0/(yeD, a |у- b] «8, > |у) — ҚЫ) < e), I 
aplicando la definición de continuidad a la función f en el punto b = g(a). 

Si consideramos !а parte del dominio de f que incluye al recorrido de g, la expre- 
sión anterior es válida para y = g(x). 

Es decir, 


Ve 2038, >0/ (9(х) e D, a |g(x) — g(a)| «5, 2 |t[g(x)] - f [9(a)]] < e ). 
Además, como g es continua en a, puede aplicarse la misma definición anterior 
a la función g eligiendo €, = 5, > 0. 
Por lo tanto, 
35 >0/(x€D, л |x —a|< 8 > 1809 — g(a)| < 5.) 
Ordenando convenientemente las implicaciones anteriores, resulta: 
Ve >038,> 035 > 0/[(хє0, л |x — a| < 8) = 
(00) € D, л [9(х) - 9(а)| < 5,) = 0001-4609) < e] 
Finalmente, por transitividad de la implicación: 
Үе-038 >0/(x€D, ^lx-a|«8- |(f og) (х) - (fog) (8) < €). 
y la función compuesta fog es continua en a. 


Aplicación 


Investigar la continuidad de las dos funciones compuestas f o g y g o f enel punto 
2, si f: x— ёл х) yg: x — VX. | 

Рог el teorema anterior, fo g es continua еп 2 si g es continua en 2 y f es con- 
tinua en g (2). 

La función raíz cuadrada es continua en el punto 2 y resulta g(2) = ME 

Además, la función parte entera es continua en el punto yo (véase pág. 57). 

Luego, la función f o g: x — ent (ух) es continua en 2. 

Para estudiar la continuidad de g of en el punto 2 debemos investigar primero 
Bl f es continua en 2 y luego si g lo es en f(2). S 

En este caso, la función parte entera no es continua en el punto 2 por carecer 
de límite en dicho punto. Luego, no puede aplicarse el teorema. 

Se demuestra fácilmente que la función до x v ent x no es continua en 2. 


Valores de una función continua en un entorno 
(el punto de acumulación 


Recordando que si la función f es continua en el punto de acumulación a, es 
Ит (х) = f(a), se pueden aplicar las propiedades del límite finito a las funciones 
tontinuas. 

Por ejemplo, si se aplica la propiedad de límite finito demostrada en la pági- 
ha 143, se deduce que si una función es continua en un punto de acumulación a, 
entonces existe un entorno de a donde la función está acotada. 

Ls decir, 


f continua ena = 3E(a)3ke R/ Vx: (х e Ela) Q D; = |(х)| < k). 
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De la misma forma se puede aplicar otra propiedad demostrada en la ра- 
i i i iguiente: 
ina 133 y probar de inmediato el teorema siguien 
: Si f es continua en el punto de acumulación a y f(a) = k, existe un entorno de a 
donde Vx € Dr: f(x) = k, respectivamente. l 
Es deci para una función f continua en el punto de acumulación a, 
sif(a) > k. entonces 3E(a)/ Vx: (x «D, n Ela) = f(x) > k); 
si f(a) < k, entonces¡3E(a)/ Vx: (x «D, N Ela) = f(x) « К). 
En especial, sik = 0, | 
Қа) = 0 = ЗЕ(а)/ Vx: (хє b,n Ela) = {х) 20, respectivamente ). 


i i f(x) en un entorno de a. 
= 0, nada puede asegurarse del signo de f(x c 
ens si a es punto de acumulación del dominio de una кү Ын f, 
y toma valores positivos y negativos en todo entorno de а, entonces р) = 0. 
Esta propiedad puede probarse fácilmente por reducción eh . 
En efecto, suponiendo que la tesis es falsa. caben dos s s 
P z f(x) > 0). que nieg 
1) Қа) > 0 = 3E(a) / Vx: (x € D, n Ela) > ; S 
» a) « 0 = 3E(a)/ Vx: (xeD¡N E(a) 2 f(x) « 0). que también niega la hi 
ótesis. | 
“рээ como f es continua еп а, Ца) existe y ез сего. 


EJERCICIOS 


i i tos 
Estudiar la continuidad de las siguientes funciones compuestas en los pun 
indicados: 


1) foh E S si fix=>inx y Їх-эзелх 
2) foh enx = 1 si fix>entx y hix Inx 

1 АЙ 
3) foh епх = 3 si EA у х х 


1 
4) foh епх = 1 si fx mantx y ERE 


Ill. Continuidad en un conjunto 


А a VEN. А - 
Una función f es continua en un conjunto de puntos si y sólo si es continua e 
cada punto de ese conjunto. 
i š tinua en x). 
f continua en С = Vx: (x e C = f es con | | 
La definición de continuidad en un punto asegura que el conjunto С es un sub 
onjunto del dominio de f. K b: 
| pie {а definición de continuidad se ha dado en де. шооны 2 
ié i | estudio de las pro 
ién en puntos aislados, se puede encarar el j s 39 
pas лы y más adelante de las funciones derivables, para funciones defini 
das sobre conjuntos de tipo muy diverso. 


: 0 ЭХ 
- Para evitar dificultades nos ocuparemos solamente de funciones definidas en 


tervalos o en unión de intervalos (acotados o no) de nümeros reales. 
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Consideraremos que una función es continua en un intervalo cerrado [a; b] si 
bontinua a derecha de a, a izquierda de b y en cada punto interior al mismo. 

Intuitivamente, para una función escalar definida sobre un intervalo incluido en 
la idea de continuidad se refleja en un gráfico sin saltos ni puntos aislados. 

Es decir, si una función f continua sobre un intervalo alcanza en el mismo dos va- 
в distintos f(x ,) y f(x), entonces alcanza también todos los valores comprendidos 
fire ambos números reales. 

En especial, si una función f es continua en el intervalo [a; b], f(a) » 0 y f(b) «0, 
lonces existe un punto interior a dicho intervalo donde el valor de la función se 


ula. Es decir, existe, por lo menos, un punto c entre a y b donde el gráfico de la 
lunción atraviesa al eje de abscisas. 


En el gráfico anterior hay tres puntos: c, c, y C5, para los cuales se verifica la 
propiedad mencionada. ` 
Esta propiedad, conocida como teorema de Bolzano* o teorema de los ceros de 


làs funciones continuas, tiene importancia para el cálculo aproximado de raices de 
Bualquier polinomio de coeficientes reales. 


Por ejemplo, tratemos de hallar una raíz real del polinomio 

р(х) = х5 — 12x^ + 49x? — 76x? + 48x — 64. 
Calculamos p(2 = —40 y p(5)- 26. Segün el teorema de Bolzano, el po- 
lin^omio se anula, al menos una vez, entre 2 y 5. 


Calculamos p(3) = — 10. Luego, una raíz está ubicada entre 3 y 5. Efectiva- 
mente, es p(4) = 0 y 4 es raiz del polinomio. 


Si la raíz no es un número entero, aplicaciones reiteradas del teorema de Bol- 
#апо permiten acotar los valores de raíces racionales o irracionales. 
Sea р(х) = x? + x* — 2x? — 2x? — 15x — 15. 
Calculamos р(1) = —32 л p(2 = —21 4 p(3) - 192. 
Existe una raíz real r tal que 2 « r « 3, 
l'rosiguiendo con los cálculos, resulta: 


p(2,1)<0 ^ р(22) < 0 л p(2,3) » 0. 


' Hernardo Bolzano (1781-1848), sacerdote, filósofo y matemático, profesor de la Universidad 
He Praga. Su obra principal, Paradojas del infinito, fue póstuma. 
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Luego, 2,2 < r < 2,3. 

También p(2,22) < 0 a р(2,23) < 0 ^ p(2,24) > 0. 

Luego, 2,23 < r < 2,24. 

Continuando los cálculos puede obtenerse r con tantas cifras decimales exactas 
como se desee. : 

En nuestro caso r es el número irracional V5 = 2,23... 

El teorema de Bolzano puede demostrarse directamente, o ser considerado co- 
mo caso particular del siguiente teorema. 


Teorema del valor intermedio 


Si f es continua en [a; b] y К es un valor comprendido entre f(a) y f(b), entonces 
existe un punto c, interior al intervalo [a; b], donde la función alcanza el valor k. 
Sea f continua en [a; b] y f(a) < k < ҢЫ). Debe probarse que 3c e (a; b) / f(c) = k. 


Demostración 


Consideremos el subconjunto de [a; b] formado por todos los puntos x / f(x) < k. 

Es decir, S = {х/х є[а; 6] л f(x) x k). | 

S tiene por lo menos un elemento, pues a e S, ya que a € [a;b] y f(a} < k por 
«hipótesis. Luego, S no es vacío. Además, b є S, pues f(b) > К y b es una cota supe- 
rior del conjunto S. 

Por lo tanto, S es un conjunto no vacío y acotado de números reales. 

De acuerdo con el axioma de continuidad de R, tiene un extremo superior c y es 
a < c = b. Demostraremos que f(c) = k. 

Por el absurdo: 

1) Si f(c) < k, por un teorema anterior (pág. 174), 
dé > 0/Vx: (x eE(c, ё) = f(x) < k). 


a C-Ó C XC+ë b 


Por lo tanto, hay algún x > c para el cual f(x) < k. Es decir, 3x / x € S y x > c. 
Esto contradice que c es el supremo de S. 
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2) Si f(c) > k, por el mismo teorema anterior (pág. 174) 
38 > 0/үх: (x € E(c, 5') = f(x) > k). 
Esto indica que ningún punto de S está a la derecha de c — 8”, es decir 


VxeS:ix=c-8' ; 
Min, Е. . Por lo tanto, c — 8' es Una cota superior de S menor que el su- 
Luego, f(c) = к. 
F. D : « b, ыг si fuese a-c sería f(c) — f(a) « k, y si fuese b = c 
cic ER. bc 2. egaria a las mismas contradicciones anteriores. 
шэг puntos х donde f(x) = k, el punto c correspondiente a esta de- 
ación es el que está a la izquierda de todos ellos 
Una demostración análoga vale si f(a) > k > f(b). I 


dica e a [el en un ir iterv lo [ ] 
m m trado indt qu un fun ION cor itinua a a; b 


Teorema de Bolzano 


Si f es una función continu i 
aenelinterval : . iste 
un punto c, interior al intervalo, donde с) s С Кр ас о 


EJERCICIOS 


TES | ? к 
) Рог е! Mismo camino utilizado para probar el teorema del valor intermedio, demos- 
trar directamente el teorema de Bolzano. | 


?) Demostrar el teorema del valor intermedio si Қа) > k > f(b). 


) a) Sea f: x— x3 — 2x2 + DU TA AUS 
para k = 2. 3 en [=1; 2]; verificar el teorema del valor intermedio 
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b) Idem рага g: x — x3 —2x2en [—3; 0]y k = -3. 
4) a) Sea f: x x? — 3x? - 3x — 1 en [0; 3]. Verificar el teorema de Bolzano. 
b) Idem para g: x — x^- 2x? — 5 en [0; 2]. í 
5) Hallar con dos cifras recimales exactas una raíz real de 
р(х) = x*+x?- 10x? — 11x- 11. 


6) Idem sip(x) = х* + 2x3 — 19x? — 48x — 120. 


IV. Extremos de funciones 


Máximo absoluto 


Consideremos una tunción f definida sobre un conjunto A. 

El valor f(c) es el máximo absoluto de la función f en el conjunto A CD, si y 
sólo si f(c) no es superado por ninguno de los valores f(x) que alcanza la función 
en dicho conjunto A. 

Es decir, 

f(c) máximo absoluto de f en A < Vx: (x€ A = f(x) = f(c)). 
El conjunto A puede ser el dominio de f o puede ser un subconjunto del mismo. 


En general, el valor f(c) es el máximo absoluto de f si se cumple la definición an- : 


terior con A = dominio de f. 
O sea, f(c) es el máximo absoluto de f si y sólo si f(c) es el máximo del recorrido 
de f. 


Mínimo absoluto 


El valor f(c) es el mínimo absoluto de la función f en el conjunto A € D, si y só- 
lo si f(c) no supera a ninguno de los valores f(x) que alcanza la función en dicho 
conjunto A. 

Es decir, 

(с) mínimo absoluto de f en А сэ Vx: (x e A = f(x) > f(c)). 

El valor f(c) es el mínimo absoluto de f si se cumple la definición anterior con 
A = dominio de f. 

O sea, f(c) es el mínimo absoluto de f si y sólo si f(c) es el mínimo del recorrido 
de f. 


Máximo local o relativo 


Consideremos una función f cuyo dominio es el conjunto D, y sea c un punto 
interior a dicho dominio. 

El valor f(c) es un máximo local o máximo relativo de f si y sólo si existe un en- 
torno del punto c tal que los valores que toma f en los puntos de dicho entorno no su- 
peran el valor f(c). i 

Es decir, 


f(c) máximo local = ЗЕ(с) C D / Vx: (x € E(c) = f(x) = f(c) ). 
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local o relativo 


а c un punto interior al dominio de una función f. 

valor f(c) es un mínimo local o mínimo relativo de f si y sólo si existe un entor- 
punto c en el cual se verifica que el valor f(c) no supera a ninguno de los valo- 
) que toma f en los puntos de dicho entorno. 

8 decir, 


f(c) mínimo local <= 3E(c) C D / Vx: (ХЄЁ(с) = f(x) > f(c) ). 


Üráticamente: 


------р- 


х 


o 
“ 


| 
| 


Oo 
w 

O 
ь 
с 


С; 


1) máximo absoluto en [a; b] y máximo local. 

mínimo absoluto en [a; b] (no es mínimo local). 

à) mínimo local (no es mínimo absoluto). 

à) máximo local (no es máximo absoluto). 

4) mínimo local (no es mínimo absoluto). 

5! una función tiene máximo (o mínimo) absoluto en un conjunto, dicho valor es 
loo 

Puede suceder que la función alcance dicho valor máximo (o mínimo) en más de 
punto del conjunto. Por ejemplo, el máximo absoluto de la función seno es el nú- 
ro 1 y la función toma dicho valor en infinitos puntos del dominio. 
Daremos a continuación algunos ejemplos para aclarar las definiciones ante- 
fes 


= 


mplo 1 


J Consideremos la función f, correspondiente al gráfico siguiente, cuyo dominio es 
М y tal que lim, f(x) = 


— оо, 
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El dominio de f es Н. 
En el gráfico podemos observar que: 
2) = 0 es máximo local; 


El número f(b) es el máximo absoluto de f y también es máx:no local. f(c) es 
solamente máximo local. f(a) es mínimo local, pero f no tiene тіг' no absoluto. f 
Consideremos ahora un subconjunto del dominio, esto es, ^! intervalo cerrado 


Га: b]. f(a) es mínimo absoluto de f en [a; b] y f(b) es máximo е x 4 В : 2 ша Yin NE 
2 HERE Ai : їепе mínimo absoluto, y en e TOS. : 
En el intervalo semiabierto a izquierda (a; b], f no tiene mínim No hay mínimo absoluto, pues іт (х) = – =. 


intervalo [a; b), f no tiene máximo absoluto. En ninguno de 105 tres intervalos consi- 
derados la función tiene extremos locales. : 


En el intervalo abierto (a; b), f no tiene extremos absolutos ni locales. 
2-7 . 


El recorrido de f es (— c; 4]. 

Los ejemplos anteriores muestran que una función puede tener máximo absoluto 
Mínimo absoluto en algunos conjuntos y no tenerlos en otros, y que existen funcio- 
que no tienen máximo ni mínimo absolutos en su dominio. 

Una forma de asegurar la existencia de máximo y mínimo absolutos para una 


Ejemplo 2 lón en un conjunto es exigir que la función considerada sea continua en un in- 


Tate y alo cerrado. 
Sea la función g: x > «M x * 0 Es decir, si una función f es continua en un intervalo cerrado, entonces f tiene 
р ае Ximo absoluto y mínimo absoluto en dicho intervalo. 


Obsérvese que una función tiene máximo absoluto si su recorrido está acotado 
riormente y el supremo pertenece al recorrido. De la misma forma, una función 
mínimo absoluto si su recorrido está acotado inferiormente y el ínfimo del reco- 
le pertenece. 


remas de Weierstrass* 


Primer teorema 


Si f es una función continua en un intervalo cerrado [a; b], entonces f está aco- 
da en dicho intervalo. 


O sea, f continua en [a, b] зэ f acotada en [a; b]. 


El dominio de g es Н y g no tiene extremos absolutos ni locales en Н. 

Si se considera el conjunto [ 0; 2], 9(0) = 0 es mínimo absoluto de g en 10:21у9 
по tiene máximo en este conjunto. 

En el intervalo [ 1; 2], en cambio, g tiene máximo y mínimo absolutos. 


ostración 


Ejemplo 3 Consideremos el conjunto S formado por los elementos c del intervalo para los 
y los se cumple que la función f está acotada en [a; cl. 
-|х+2| si x<0 Osea, S = {с/сє[а;Ь] ^ facotada en [a; c]). 
Seaf:x— | 4- x? si O<x=<3 Para poder aplicar el axioma de continuidad de R demostraremos que S no es 
: 3 | lo y está acotado superiormente. 
29 Si x23 En efecto, a € S. Luego, S + $, y como S C (a; b], b es una cota superior. 


Por lo tanto, S tiene supremo, al que designamos се, y es c, = b. 

Además, a < ce. En efecto, como f es continua a derecha del punto a, por una 
E anterior (pág. 173), existe un semientorno a derecha de a, de radio 6, en el 
Al | está acotada. 


a c а+8 pop yc cp 


' Karl Weierstrass (1815-1897). Se inició comio Profesor de enseñanza secundaria. Luego, en 
àja famosas clases y seminarios en Berlín, Insistió siempre en la necesidad absoluta de 
Hor on las demostraciones matemáticas. 
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ха de mínimo absoluto se demuestra en forma análoga considerando cotas 
ores. 


Como el recorrido de la función f está acotado superiormente, por el axioma de 
Inuidad de R tiene supremo. Sea m dicho supremo. 
Se cumple, entonces, Vx: (x e[a;b] = f(x) = m). 


EI nümero real m puede o no pertenecer al recorrido de f. Si pertenece, se trata 
máximo absoluto, es decir, debe probarse que 


3ce[a;b]/f(c) = m. 
Por el absurdo, supongamos que no existe dicho punto, es decir, 
Vx: (x e[a; b] = f(x) < m). 
En este caso, Vx e [a; b] es m - f(x) > 0. 
Tiene sentido, entonces, considerar en el intervalo [a; b] la función 


1 
m = f(x) 20. 


Es posible entonces encontrar un punto c, entrea y аж ô, tal que se cumpl 
que f está acotada en [a; c]. Luego, c € S y c > a. Esto asegura a < c £ Co. 

Es decir, a < c, = b. : 

Si se prueba que c, = b y que co € S, se cumple la tesis. 

Por el absurdo, supongamos c, < b. 


Por hipótesis, f es continua en co, ya que 
а<с„<Ь = соє[а; 6]. 
Por el mismo teorema anterior (pág. 173), existe un entorno de c,, de radio 
donde la función está acotada, y puede encontrarse ó / E (Co, ô) С [a;b]. 
Luego, existe un número real k' > 0, tal que 
Ух: (X € E(coó) = |х) = К) (1). 
Podemos elegir c, y c; еп el entorno de со, en forma tal que se verifique: 
C976 < C4 < Co < 0 < Co +ô. 


» 


Esta función g es continua en (Га: b] por ser el cociente de dos funciones conti- 
в y además m — f(x) * 0. 

Por el primer teorema, la función g está acotada en [a; b]. 

Sea m' el supremo correspondiente. 

Luego, 


Además, c, pudo elegirse entre los elementos del conjunto S, pues, si no ex 
tiera entre cy; —à у cg un elemento del conjunto S, cy—ó sería una cota superior 
conjunto S menor que el supremo. 

Por lo tanto, c, € S y f está acotada-en [a; c,]. Es decir, existe un número n 
k, tal que Pur d | 

Vx: (x e[a; c,] => |{х)1= k). 

Además, por (1), como c, y c, € (co — 8; Co + 8): 

Vx: (x e[c,: 62] = №} к). 
Sik > k', k es cota para la función en la unión de ambos intervalos: 
| Га: 410 [с,; с] = [а;с]. 

Entonces, f esta acotada en [a; c;] Luego, C¿€S у с; > Co 

Absurdo, pues c, es el supremo de S. 

Resulta, por lo tanto, cy = b. 

Por ser f continua en b, mediante un razonamiento análogo al anterior puede 
girse c, en un semientorno a la izquierda de b y probar que f está acotada | 
la; с,]0 [c,:b] = [a;b]. 

Es decir, f está acotada en [a; b] y el teorema queda demostrado. 


Mixe[a;b] => o(x) = ONSE ME : á 
( ] а(х) по Т A m' > 0). 
Ahora bien, 


1 


— r 1 
1 Em > Лав sm- = к) = m - —. 
РЕ A 1 
ero т — < т, pues > 0. 
т т’ 


. Resulta entonces vx (x є[а; Ы] = f(x) = т — ES < m). 


La expresión anterior indica que el recorrido de la función f admite una cota su- 


| 1 
rm- CS que es menor que el supremo m. Pero esto es un absurdo, que 


ino de suponer, para todo x del intervalo, f(x) « m. 
Por lo tanto, existe al menos un punto c del intervalo [a; b] para el cual se veri- 


de 17 y т es, entonces, el máximo absoluto de la función f en el intervalo ce- 
o [a; b]. 


Segundo teorema But hcicios 


Si f es una función continua en un intervalo cerrado [а; b], entonces alca 1) Demostrar que una función continua en un intervalo Но 
en dicho intervalo máximo y mínimo absolutos. ^olulo, utilizando el extremo inferior del recorrido ЕНА 
B) Hallar supremo e ínfimo, si existen, para cada una de las siguientes funciones: 


Demostración 


Por el teorema anterior, la función f está acotada en Га: b]. Para probar la e 
tencia de máximo absoluto basta considerar la acotación superior del recorrido. 
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2 


Г X «S» 
x 
; i -1«x«2 
t£xoj|x-5|-2 фх-|Х-2|1-14-х| hx> x si -1«x 
| 16 ч 
— si x>2 


X 


3) Hallar máximo y mínimo absolutos de к — 3x — 5 en [ -2; 3]. 
ra хэ x? — 6x + 4 en [ —2; 5]. " 
_ - gráfico de f y ver si admite extremos absolutos o locale 
fx) = |x - 4| + |x + 2|. 


6) Idem si 
x45 si x=-3 
2 i 3«x- Е 
e 23 si = = — 
f: x Re CUBES 
-3 Баг 5 3 
7) Idem si 
LE si x«-2 
x 
fx 2x - 2 si -25x=1 
4 si x>1 


V. Funciones monótonas 


| j si y sólo 
Una función escalar f definida en un conjunto D es creciente en D si y 
e D: 
ага todo par de puntos х, € D y x; 
3 (x, < x; = Цх,) 52). | 
La función f es estrictamente creciente en D si y sólo si 
Vx, e D Vx; € D: (x, < хг > f(x.) < f(x2)). 
e manera análoga: i 
? f decreciente en D сэ Vx, € D Vx; € D: (x, < X2 = ыг = nl 
А x 1 
f estrictamente decreciente en D < Vx, € D Vx; ED: (xi€ x2 fl Í 2 
Las funciones crecientes y también las decrecientes se llaman, en g р 
ciones monótonas. 


9 Existencia de función inversa 


ión biyectiva ti ión inve 
Ya se ha visto en el capítulo 3 que una función biyectiva ЦА lá 
ue 2 también biyectiva. Puede demostrarse que las 2 e pude 
es son funciones biyectivas y existe, por lo tanto, para ca i ын жей 
Además, algunas propiedades de la función son válidas tam 
versa, como por ejemplo la continuidad. 
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Teorema 


Si f es estrictamente creciente en [a;b] y es continua en dicho intervalo, 
entonces: 


1) existe f- en [f(a); f(b)] 
2)f-' es estrictamente creciente en [f(a); f(b)] 
3) 1-1 es continua en [f(a); f(b)] 


1) Por el teorema del valor intermedio (pág. 176), si k es cualquier nümero real 
bomprendido entre f(a) y f(b), entonces: 


Зс є (а; b) / f(c) = k. 
Es decir, f es una función sobre [f(a); f(b)]. 


Además, podemos probar que f es in 


yectiva, o sea, que c es ünico para cada 
hümero К. 


En efecto, por ser f estrictamente creciente en [a; b], 


X, € x; > f(x) < f(x), 

decir, elementos distintos tienen imá 

Por lo tanto, f es biyectiva 

2) Sean y,ey, 
Minio de f - 


Existen x, y x4 en[a;b]/y, = f(x) y f(x;) = yo. 
Para probar que 17! es estrictamente creciente en [f(a); f(b)] debemos verificar: 


Vy, Vyz (у, < Y2 > fy) < f^'(y3)), 
que equivale a demostrar: 


f(xi) < Цх,) > f7! [fx,))] « t^! [f(x4)]. 
Por definición de función inversa: 
ГЭ 04) < f- '[fx3] e x, < x, 
Luego, queremos probar: 


genes distintas y la función es inyectiva. 
y existe su función inversa f -1, biyectiva en [f(a); f(b)]. 
dos puntos cualesquiera del intervalo [f(8); ҚЫ)], que es el do- 


f(x) < х) > x,< Xo, - ` 
Consideremos la implicación contrarrecíproca: 
X, X, — f(x) = f(x;). 
Esta implicación es verdadera por ser f estrictamente creciente en [a; b]. 
luego, queda probado que 1—1 es estrictamente creciente en el conjunto indicado. 
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Үе»036»0/(Уу-у(«с ó 2 |f- (y – E Yo < €), 


6 prueba la continuidad de f-1 en un punto cualquiera ys, interior al intervalo 
); f(b)]. 
Por un razonamiento similar, considerando intervalos [а;а + є) y (b—e; b], se 


eba la continuidad de f-! en los puntos f(a) y f(b) (a la derecha de f(a) y a ia iz- 
lorda de f(b) ). 


1 А : 8 | х 1 
z | mostraremos que f od n en T 1 nterior а intervalo 


P ici dadas, 
ls 22 punto cualquiera del intervalo [f(a); f(b)]. Por las condiciones 
0 


z = f(c). T > 
am ium m ээн es continua en yo = f(c), debe verificarse: 


Ve > 038 > 0/ ly – yd < ó > Чу) - Буу < €. 
ició | ivalente a la siguiente: 
La proposición anterior es equiv d 
Ü ve >038 > 0/|(х) – f(c)| < 8 = |х се, 
Elijamos un entorno cualquiera de c, de radio € > 0, tal que: 
E(c, є) c (а; b). 
Vx: (x € Elc, e) = Ix-cj«em c-ecx«c^? €). 
Como f es estrictamente creciente en [a;b], 
с-є<х<с+е= Кс — €) < f(x) < {с + €). 


VI. Continuidad uniforme 


: VE 1 : : 
Consideremos la función f: eie en el intervalo (0; 1). Es sencillo demostrar 
6 esta función es continua en dicho intervalo, pues 


A € (0; 1): lim, 2 = A, 
x a 
Si se trata de escribir la expresión anterior utilizando números positivos € у 8, 
puede observar que 6 no depende solamente de € sino también del punto elegido a. 
En efecto, al buscar $ para un número e prefijado se observa que: 


i 5 incluido en el 
Podemos encontrar un entorno de y, = f(c), de radio à б аа : is M qos 
intervalo (f(c — €); f(c + €)). Para ello basta tomar 8 igual а 


números positivos : | E I 1 
h = fíc)-flc-e€) y h' = fte + є) - f(c). ё- | + « € e |x - aj « e |х|. Jal = 8, 


7 | = 


у 1 depende de cada punto a donde se investiga la continuidad. 
f(b) Interesa ver si es posible encontrar en е! intervalo (0; 1) un número positivo 6 
pueda utilizarse para cualquier punto a є (0; 1). 

Puede demostrarse que ello no es posible, pues a medida que el punto a se 
xima a 0, el 8 es cada vez menor y tiende a cero. 

Cuando no es posible, como en el caso indicado, encontrar un número 8 válido 
A cualquier punto del conjunto elegido, se dice que la función no es uniforme- 
lo continua en dicho conjunto, 

51, en cambio, se considera la función dada por la misma fórmula en cualquier 
Ivalo (a; b), abierto o cerrado, para a > 0, siempre es posible hallar, prefijado e, 
Ë > 0 válido para cualquier punto del intervalo. * 

En efecto, consideremos por ejemplo la función dada por la misma fórmula, 


=> 4, en el conjunto A = fx /х» >) 


Trataremos de encontrar, para cualquier número positivo e, un número positivo 8 
dependa exclusivamente de e y para el cual se verifique la definición de conti- 
Ad en cualquier punto a e A. 

Habíamos obtenido 8 — 
1 


>e xi -lal« €. yel nümero 8 = Е será válido para cualquier 


с) + 8 = f(c 6) 
f(c — €) 


i —ó; ¿y tal 
Por lo tanto, cualquier punto y que pertenece al intervalo (Мс) — ó; {(с) + б) 
о ; l 
bién pertenece al intervalo (fc – е); f(c + €)). 
Es decir, 
Юс)-6 < y < 0)46 > f() - e < y < f(c +e) (1). 
E i iente: 
demás, por f! estrictamente creci I | 
i — Б y<tflc+e = f с e < t^ 9 < Í “ с-06) (2) 
Finalmente, por definición de función inversa: Е 
с e) < f-1(y) < fiee > с-6<х< C Ж ? 
Aplicando transitividad a las implicaciones (1), (2) y (3), шал йг 
We > 038 »01((с)-6 «y < fíc)i+ó => PROMO : 
- ô = | Х-01 €). 
O sea, Ve > 035 >0/ (ly — fto) < | MN 
proposición que, como se ha indicado, es equivalente a la siguien 


€ + |х|: [а]. Si tomamos x y a en el conjunto A, es 


punto asa. 


fs decir, ѕеає > 0 y 086 = + 


(Ava eA: (Ix- ap £ Е +3 3=e-l-lal). ya que M» y lal» 2 
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Ahora bien, 


. Ix — al la -l TEN 
Ix - а|< exl: lal = 4 ° € xr E " dtt 


1 1 
Luego, чє> 038 > 0/VxeAvae x (lx -а|<8=5 > | 5159) 


Lo mismo sucede para la función esmsiderada en cualquier conjunto В = (К; + 00) 
si k > 0. Prefijado cualquier e > 0, basta hacer 0 < 8 = є.К?. 


е apo bt 1 А : 
En los casos mencionados, la ¿unción f: x > S= es uniformemente continua en el 


conjunto А y en el conjunto B. 
Obsérvese que el concepto de continuidad uniforme es esencialmente distinto 


del concepto de continuidad. 

La continuidad en un conjunto es una propiedad de carácter local, pues depende 
de que la función sea continua en cada punto del conjunto considerado. 

En cambio, la continuidad uniforme en un conjunto es una propiedad global, rela- 
tiva a todo el conjunto y no a cada uno de sus puntos en particular. 


Definición 


La función f es uniformemente tontinua en el conjunto D si y sólo si 
Ve > 038 > 0 / (8 depende sólo de € y D) Vx, e D Vx; € D: (lx, 7 x4 «9 = 
гээ: х,)-1041 < €). 

Resulta de inmediato que si una función es uniformemente continua en un con- 
junto D, entonces es continua en D. 

Para ello basta considerar x, = x y x, = a, y la definición anterior indica que 
f es continua en cualquier punto a del conjunto D. 

La propiedad recíproca de la anterior, en cambio, no es válida, como lo prueba el 
ejemplo ya visto de la función f: x ^ 4 en el intervalo (0:1), que es continua en dicho 


intervalo abierto pero no es uniformemente continua en él 

Puede probarse, sin embargo, que una función continua en un conjunto com- 
pacto es uniformemente continua en él. 

Probaremos la propiedad anterior para intervalos cerrados mediante el siguiente 
teorema. 


Teorema de Heine 


Si una función es continua en un intervalo cerrado, entonces es uniformemente 
continua en él. 


Demostración 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a;b]. Por ser f continua en 
[a;b], es continua en cada punto c que pertenece a dicho intervalo. 


* Enrique Heine (1821-1881), analista alemán que publicó en 1872 una memoria donde se ex« 
puso por primera vez la teoría del nümero irracional que lleva el nombre de Cantor. 


188 


- fios de dicha colección. 


TT 1 : Ж 
ego, elegido cualquier número positivo e, al aplicar la definición de continuidad 


эцеде OCIarse, u ito d I inter valo un entorn d f 5 1 9 е 
, o qe ad 00, do de d pe 


Vx: (x € Elc, 8) = Ife - fol < £) 


Además, como |х - c| < 055 
guiente: 5 


Ух: (хє Е(с. 3) = |f(x) - f(c)|< 23 


Consi Я З 
T оо 218 formado рог los infinitos entornos del tipo anterior 
: el número e elegido, a cada i | 
Ese conjunto es un cubrimi i infini ss E 
Imiento abierto infinito del interv 
f I : alo cerr : 
leorema de Воге! (pág. 43), existe un subconjunto finit Е 


|х — c| < ë, es válida también la proposición si- 


bre [а; b]. to del mismo que también cu- 
Sea C = ЇЕ(еь-2-) E (cz, 22 m 
2p 2 2 J: ME Е(с,-2-) dicho cubrimiento 
finito. 
Sea 8 el menor entre los números positivos Č- 286 ôn 
О ЕС 
Es decir, 8 = mín (> _Š2 5, 
zo). 


Probaremos que 8, elegi 5 
, elegido a través del proceso anteri la nú 
a £e а Dm ior 
€ 0, verifica la definición de continuidad uniforme en [a;b] AR 
Sean x, y x, dos puntos cualesquiera de x 
Debemos probar |f(x,) — Цх5)| < e. 


Por ser el conjunto C un cubrimiento de [а; b], х 
, , 1 


Га: b] para los cuales es |х, ` х, < 8. 
pertenece a uno de los entor- 
5 
Se SR OR, ¡ : 
a E(c. 2 ) dicho entorno. Es decir, ХүЄЕ (с. =). 


Por lo tanto, |f(x,) — f 26. 
f(x) — Ке) < 2. (1). 


Ahora bien: 
х, = 23 
| , c,| х, x) +(x,-c)| S Ix, — bs ed eu 
à; 6, 5, 5 
AE 6 - 8 
2 2 2 e 
luego, 
li 1-0 


на à : 
Pero, según se ha visto al elegir cada número $ 
n 


My еж ff) - fe) « S (2). 


De (1) y (2): 
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f(x.) — f(x) = lf) — (91 + сд- fa) < Е 5 E FU 


Luego, Vx, € [a; b] Ve > 036 > 0 (encontrado a través del procedimiento in- 
dicado) /|х, — xd < =! х.) — f(x3l« €, Y el teorema queda probado. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 5 
Sección | 
1) f: continua en 0 
g: discontinuidad esencial; no existe 9(0) ni hay límite finito 
h: discontinuidad esencial; no existe h(0) ni hay límite finito 
m: discontinuidad evitable; límo m (x) = 0 
s: discontinuidad esencial; s(3) = 3, pero no hay límite 
г: discontinuidad evitable; Ит... r(x) = — 10 xu 
п: discontinuidad evitable; іт, n(x) = 20 
2) f: continua a derecha de 1 -= 
g: discontinuidad evitable a izquierda, pues límo- gx) = 0 
h: discontinuidad evitable a derecha haciendo h, (0) = 1 o evitable a izquiel 
haciendo h, (0) = – 1 s 
m: continua a derecha de —1 
3) f: discontinuidad evitable en x = 3 y esencial en x = -2 
m: discontinuidad evitable en x = 2 y esencial en x = -3 
п: discontinuidad esencial en x = O y evitable en x = 4 y x=-4 
t: discontinuidad esencial en x = 0, x= -2 y Хэ -1 
g: discontinuidad esencial en x = n 7 (n e 2) 
r: discontinuidad evitable en x = —3 y esencial en x = -1 
h: discontinuidad esencial en х = 1, continua а derecha. 
s: discontinuidad evitable en x = 2 y esencial en x = 0 y x=-3 
4) 
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D, = R. Discont. esenciate 
; cont. sen0,1,2y3. 
Continua a izquierda de 0, a izquierda de 1 y a derecha de 2 


5) 


L 


————— - 


Dx. ( } у 
. 


0) Ejempl:h:x— x? tx — —1 __ g uns 
= ,9:x— 
(x — 1) (x — 2) х-2 


(x + 2) (x — 1) 


A —__ _A  .. —— 


keak- D G = 5) presenta discontinuidad evitable en 
Té y х= y discontinuidad esencial en x = 5 


7) Ejemplo: f: x => 


AX 


0) Ejemplo: 


1 : 
ТВ а Six > 0 


discontinuidad esenci 
ncial con límite infinito = 
5 + 3х six = 0 о. 


y discontinuidad esencial sin límite infinito en x = 0 


lección 11 


1) foh continua enx = = 
X ЗЭВ m 
D. 2) f no es continua en h(1) = 0 
( i = | 
es continua en h(3) = о 4) f no es continua en h(1) 
= 1 


lección III- 


Yao, = 
ы O К Мв E 
2 5 e, = =2) 


bD e = —1, pues f-1 = -3 y -16(-3:0) 
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4) а) с = 1, pues 10) = -1, 13) = 8, 0<1<3 y 11) = 0 


7) 
bc = У1 + V& pues (1 + Уб) = 0 y V1 + У6е (02 
5) г, = 3,31 r, = —3,31 6) г; = 4,89 r, = -4,89 
Ѕессібп ЇМ 
2) f: —2 ínfimo y mínimo absoluto 
no existe supremo 
g: —2 ínfimo y mínimo absoluto 
2 supremo y máximo absoluto 
h: 8 supremo (no es máximo) 
—2 ínfimo (no es mínimo) 
3) 13) = 4 máximo aboluto f(-2) = —11 mínimo absoluto 4 mínimo absoluto 
4) К-2) = 20 máximo absoluto f(3) = —5 mínimo absoluto 4 mínimo local y lo alcanza en los puntos de (1: +) 
hay máximo absoluto, pues 2 es supremo del recorrido pero no es máximo ya que 
5) D existe f(—2) ; 


6 mínimo absoluto 
6 mínimo local y lo alcanza en 
los infinitos puntos de [ —2; 4] 


6) 
f(-3) = 2 máximo local 
ҚО) = —7 mínimo local y 


10Y _ 37 : 
(22) xdi er ra máximo local y absoluto 


no existe mínimo absoluto pues lím f(x) = - о 
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Ejemplo 1 


Я 2 : 
Sea f: x= x? + 3. Veamos si f es derivable en el punto a = 4. 


Por definición, Ё (4) = lím, 10)-14) Siim (x° +3) - 19 
х-4 КУ B 
mo X* 16 : 
lim, QUI MES lim, (Х-4) = 8. 


Luego, para la función considerada, es f' (4) — 8. 


Ejemplo 2 


6. DERIVADA 


Sea g: x — x?. Hallar g' (2). 


Una de las ideas básicas en análisis es el concepto de derivada. Para introducir 9' (2) = lím, х? – 8 20 
dicho concepto se recurre generalmente a dos problemas, uno físico у el otro geomé- 2 х+4) = 12. 
trico. El primero es el cálculo de la velocidad instantánea de un móvil y el segundo la Si en algún punto del dominio de la función considerad i imite’ 
definición de recta tangente a una curva én un punto de la misma. cociente incremental indicado, la función no es ido n deste el limite del 
Los dos problemas conducen al mismo cálculo: el límite de un cociente de incre- existe como número real, pero es un límite infinito, se di F punto. Si el límite no 
mentos cuando el denominador tiende a cero. Vada infinita en ese punto. ‚ Se dice que la función tiene deri- 


Prescindiremos inicialmente de los problemas mencionados, que dieron origen 
al cálculo diferencial, y definiremos derivada de una función en un punto interior a su 


Por ejemplo, sea f: x > YX. 


dominio en forma analítica. La velocidad instantánea y la determinación de la recta E o 5 
А . z " + e 4 ! 0 m 
tangente serán consideradas, más adelante, como aplicaciones de la definición. Г (0) = im 2—— 9 non XX _ T MEM: лэн 
х — 0 0 х 0 E TG se 
x^- 


k. Incremental no tiene límite finito en el punto a, pero admite límites 
s distintos a derecha e izquierda de a, dichos valores se llaman derivada a dere- 


e ü y der vada a izquierda del pur ito a. ое desigr lan respectivar ler їе а Ї а 
h 5 R 


Esta función no es derivable en el origen, pues 


|' (0) = im, ZL = lim, —I 


I. Derivada de una función 


Si f es una función definida en un intervalo abierto y se consideran dos puntos 

ot З : : f(x) — {а 
distintos a y x de dicho intervalo, puede formarse el cociente Ha ta cuyonume- 
rador es la diferencia entre los dos valores f(x) y f(a) de la función o “variación de 1 
función" y el denominador es la diferencia entre los dos números x y a o “variación d 
la variable”, por lo cual el cociente considerado representa la “variación media” de | 
función en el intervalo entre a y x, y suele denominarse “cociente incremental”. 


. H H X 
У este limite no existe, según se ha visto en la página 129. 


Si bu imi i 
scamos el límite a derecha del origen para el cociente incremental, resulta: 


Si se busca el límite de dicho cociente en el punto a y dicho límite es un númer \ х E x 
real, se lo llama derivada finita de la función f en el punto a. Mo = limo. x ^ 1y,porlo tanto, f^ (0°) = 1. 
GF Análogam izaui y 
Definición gamente, por la izquierda: 
e Эг і 1 >a ms e хо ыу эу B 
Sea f una función definida en un intervalo abierto y a un punto cualquiera d x OP EXT ET => f0) = -1. 


dicho intervalo. La función f tiene derivada en el punto a si y sólo si existe el lím 
(х) — (а) Notaciones usuales 
х-а 


del cociente Í en el punto a. 


Si el límite .es un número real, la derivada es finita y se designa: 


f(x) — Қа) 
х-а ' 


Indicamos a continuación algunas n 
har la derivada de una función f en un p 
df d 
ПЕ 5 
Sie de s donde y = f(x); etcétera. 


otaciones que suelen utilizarse para desig- 


unto x: 
f'(a) - tím, 
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а е ри to ante las siguientes ex- 
La derivad en | n Х suele también definirse medi t | 


resiones: 
| Af ? " f(x+h) — f(x) . 
z B , = m # 
f' (x) = lima, “АХ. ; P (x) Img — o h 
f(x Ax) — f(x). 3 
Р(х) = lim, s Tm. etcétera. 
EJERCICIOS 


1) Aplicando la definición, calcular las siguientes derivadas: 


1 і tx 
f'(3) si Ех x NS x +1 


- 4х2 


h’ (0) si hix=>x-k m' (3) si mx EE 
2 
g' (2) si gx n'(1) si nix ao 
: 3 — x° 
, 23 => 
г (4) si rx Inx € (4) si €x FI 
2-1 


- x 
p'(-2)si р:х— 


s' (3) si s:x Vx 3x? — 9 


izqui | untos 
2) Aplicando la definición, calcular derivada a derecha e izquierda de los р 


indicados: RE 
en x = 3 рага f:x — |x- 3}; en х= 5 para ах Ix | 


igui iones: 
3) Ver si existe la derivada en 0 para las siguientes funcione 


Е n si x # 0 
ѕеп si x # 0 uH 
e 3 сэх 


0 ѕіх= 0 0 six=0 


x? - sen — six + 0 
га 


0 ѕзіх= 0 
4) Ver en qué puntos по es derivable f si f(x) = Ix+4|+|5x-10|+1. 
-х2-6Х-3 si x<-1 


5) idem para f si f: x — | х+3 si —1<x<2 


х2-2х-2 si x=2 


Il. Función derivada 


El valor f'(a), considerado como imagen para cada punto a del dominio donde f 
08 derivable, permite definir una nueva función f' que se llama función derivada de f. 
Es decir, f' es la función derivada de f si y sólo si: 


ауны Uer p c dà deo límite existe. 
a Х-а f 


El dominio de f' 
existe f’ (a). 

Por lo tanto, D, C D. 

Como f' es una función, llamada función derivada de f o función derivada de 


| bl se aplica el mismo razonamiento anterior puéde buscarse su función derivada, 
Que será la derivada primera de f' y la derivada segunda de f. 


En general, si existe 1777) 
да primera de 1777) 

Osea, ff) = (8-3) 

Notaciones usuales son: 


está formado por los puntos a del dominio de f para los cuales 


‚ Se llama derivada enésima de la función f a la deriva- 


2 
f” (x) x ;Djóf рага la derivada segunda en el punto x; 


[" (x); 7 ¿D,"f para la derivada enésima en el punto X; etcétera, 


Ejemplo 1 


Hallarf'y f" si х 5х2 + 3x. 
Para encontrar f' 


basta calcular f'(a) para cualquier número a € D, donde la 
función sea derivable. 


Va) = lim, (5х2 +3х) — (5a?+3a) e 
х-а 
D lm, (5x+5a+3) = 10a + 3. 
Luego, como a es un punto cualquiera del dominio, 
Ра) = 10a + 32 f':x— 10x + 3. 
Por el mismo procedimiento respecto de f' calcularemos Р”: 


2 42 ЕА 
lim, 5(x*—a?) + 3(х-а) Е 
х-а 


Pa) = іт, Ed P) E іт, _(10%+9)— (10813) ES 


10(х-а) Ей 
х-а 
Luego, Уає Di: f'"(a) = 10 y f:x> 10. 


- lim, 


10. 


Ejemplo 2 
Hallar g’ y g” si g:x> Vx (x0). 
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мх- va 


х-а 
P 1 Pen cm = lim. [ — 2 2 -Jím (sen а. = 
g'(a) = Ш ша pd Vx + Va 2va j 201 f 2 
2 
: 1 
x = —1-5епа = sana 
T2 
Luego, 9 24/Х б ў 38 
: А Мисс: са = -senx = sen (х nac 
Я 2ух | гуа риа SQ E Or inducción, puede demostrarse: 
ger cms sere e а ov/x V/a(x-a) 
—4 БЭЛГЭ eS 
СИМ бах ву. 4a Va 


Vx€ R YneN: g(x) = sen ( z). 
“ах X 


Тоогета 
Por lo tanto, g'': х —> 


Si f es una función con 
Ejemplo 3 


Morivada en cada punto es 
Sea f: x к. 


stante, entonces f es derivable en todo su dominio y su 
nula. 
Hallar g™ si 9:х > зепх. _ | Має R: f(a) = іт, 100 Ка) _ 
Aplicando la definición de derivada, es: ; ses 
: sern x — sen a 
8(8) = lme 


f ara calcular el | mite anter 101 de Ї rrir n órmula tr igor Yométr Ica, que 


transforma en producto la resta (sen x — sen a). 


ces f es derivable en todo su dominio y su deri- 
а en cada punto ез el número 1: 
х-а х-а Sea бу-у 
5 : — sen a = 2 sen —— Cos — ~ . 
Esta fórmula es : sen х ї 
7 д х) — f : - З 
й Ус Н: f(a) = їл, 1018) хүл х-а pi, y = 1. 
Resulta entonces: X-a х-а 
са саг x+a Por el mismo procedimiento se pueden hallar las derivadas de otras funciones 
, 258 БИЕ ales. 
g'(a) = dn c CUPIS 
ERcicios 
n ca 
se x+a E 2 = cosa. 
= lím 2 lim, (cos ) = серва 
E a x-a 


Hallar f'' y g” aplicando definiciones si f: x — x3 4. 2 y g:x — ln x. 
Hallar t? si f: x — cos х. 


т 
Luego, Vx: g'(x) = cos х = sen (5-2). 
Calcularemos ahora la derivada segunda de д. 


» Continuidad de una función derivable 
З : cos x — cos a 
Por definición, g''(a) = lím; Хосоо 


| | à igonométrica; 
Podemos utilizar para calcular el límite anterior la fórmula trigo 


, mientras que el reciproco no se 
plo, pues existen funciones continuas en un punto que no son derivables en él. 
O sea derivabilidad = continuidad. 
Lun. Ха. 5 
cosx - cosa = -2sen— 2 roma 
Queda entonces: Е Б | ; E 
Pecan х-а sén эс SI una función tiene derivada finita en un punto, entonces es continua en dicho 
ur 
К = ШП 
g (a) = líma A 
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Es decir, el teorema asegura que si existe un número real k, tal que k = f'(a), » Algebra de derivadas 

ones P es continua ena: уада de una suma 
Demostración Si f | 

У 9 son derivables en el punto a entonces f + Ї i 

: es deriv. - 

à es la suma de las derivadas. i от 


Es decir, (Га) (a) = f'(a) + g'(a). 


f(x) 2 Қа) Ё (x—a). 
х-а 


Six # а: f(x) — Қа) = 
Calculando el límite en el punto a, es: 
У Imostración 
: f(x) — f(a) Ў 
Í - 1 = lim [2-63 Š | 227 
lím, [f(x) — f(a)] = lim, x-a Aplicando la definición de derivada a la función (f--g), es: 


Aplicando el teorema del límite de un producto, es: (+0) (а) = lim, (+9) (х) - (f+9)(a) 


————— —— 9068) 


х-а 
.. х) – Қа) , намо 0, . 
lim, [f(x) — f(a)] = lim, - 28-41, (x-a) = f(8)-0 : Por definición de suma de funciones: 
Finalmente: (l+g)(a) = lím, 10) + g69 — fla) – g(a) = lím f(x) — а) + g(x) - g(a) 
: = í = f continua en a. х-а Б ЖЫ e EU 
lím, [f(x) — Ца)| = 0 <> lím,f(x) Қа) => e ` X Kc 
x ya se ha indicado, el reciproco del teorema anterior no es válido, pues una Aplicando el teorema del límite de una suma, resulta: 
función continua en un punto no es necesariamente derivable en él. (10) (4) = їт,-09-18) | обу—о(а) 
Consideremos, por ejemplo, la función f:x= x. — ЕТЕУ аха a аз Maga): 
f es continua en el origen, pero, como ya se ha visto (pág. 195), no tiene deriva: 


finita en él, pues la derivada a derecha es 1 y a izquierda -1. 1 vada de una diferencia 
Algo similar sucede con la función f: x > — |х-2| en el punto х = 2. 

е 0-0) (а) = f'(a)— g'(a). 
La demostración es análoga a la anterior. 


f es continua en x = 2 
y no existe f'(2), pues 
ft(2*)=-1 y f(2)-1. 


Vada de un producto 


Sif y g son derivables en a entonc : 
; Š es el product ; 
(10) (а) = f'(a) g(a) + fía) g'(a). еше ЯВ ушЫ 


stración 


Sl aplicamos la definición de derivada a la función (fg), es: 


(9) (х) — (fg)(a) 
EJERCICIOS Fri 


(0) (а) = iim, ——9^99 — (19)(а) 


Por definición del product : 
i i О de funciones: 
1) Indicar en qué puntos f es continua pero no derivable es 


si f:x > [3x- 1| + |х2-4| + 1. (0) (a) = їт, 10990 — f(a)g(a) 


__0094Х) — f(a)g(a) - 
: ка 
2-2х six=-—4 Mba | 
2) Ídem si f: x ^ E -6 si -4<x<0 erador del segundo miembro sumamos y restamos f(a)g(x), resulta: 
; 2 (0) (а) = lim, 10090) — f(a)g(x) + f(a)g(x) — fla 
| = а 
3) Dar un ejemplo de una función continua y no derivable en dos puntos de su доч a )о(а) 


Х гэн 
яр Por propiedad distributiva es: 2 
(9) (4) = іт, 100 — Ка)]9(х) + (а) [9(х) - g(a)] 
Х-а 
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Aplicando los teoremas de límite de suma y producto, queda: Пе; уайа de un cociente 
g(x) - g(a) Si f ; 
Y 9 son derivables en a f уп 
M : eS zo 37:51) : y gía) = 0, entonces y е5 Пегіуабіеепа y su 
Como la función g es derivable en a, entonces g es c a derivada es: ( =) (a) = —Fa)g(a) - f(a)g'(a) 
Además lím,f(a) = f(a), por ser f(a) una constante. 2 aara 
Luego, al reemplazar valores, queda la tesis. 


(fo) (a) = lim, ©) — 9. tm, go) + ит, Ка) - lim, 


Demostración 
Consecuencia 


Si ke R, es (kf)'(a) = kt'(a). , d 
En efecto, si se aplica el teorema anterior y se tiene en cuenta que la derivada 
una constante es cero (раа. 199), resulta: 


(kf)'(a) = а. fla)+k -f'(a)=k · f'(a). 


Aplicando la definición de derivada a la función EN es: 


g 
3)«- (3) 
w- (4 
OPA LOL) 
Х-а 


Ejemplos Por la definición de cociente de funciones: 


lI 


h(x) x-senx => h'(x) = 1:senx + ХСО5Х 


Зх => г(х) = 3: 


Р fx) қа) 
(5) (a) = іт, 0 a 


Efectuando Operaciones: 


lI 


lI 


r(x) 


(3) € = im, 100908) - аја) 
g 8098(а)(х-а) ^ 
os f(a)g(a), queda: 
lim, -(98(8) — f(a)g(a)  t(a)g(a) - қа) 


— 9t) - f(a)g(a) + t(a)g(a) - tag) _ 
g(x) - g(a) - (x-a) w - 


lim, 109 = Ка) g(a) — ta o6) — gay 
00) g(a) (x — а) 2 
f(x) — f(a) 


ri otencia de exponente natural 
Derivada de una p р Si еп el numerador sumamos y restam 
Si n es un número natural y f: x — x^, entonces f es derivable y f': x — n x" ( бү, 
Por inducción: | 5) (a) 

19) sin = 1, es f(x) = х y f(x) = 1 por teorema anterior (pág. 199); | 
2°) sin = h, es f(x) = x". Suponiendo que (х) = h x^*!. debe probarse qu 
propiedad se cumple para n = h + 1. P I 
Es decir, debe probarse que la derivada de f(x) = x"*! es f'(x) = (h+1)x 


II 


Ш 


Osea, f(x) = х" .x. 


Si derivamos la expresión anterior utilizando la fórmula para derivar un 
ducto, es: 


Sabemos que f(x) = х"*! = x" - x, por definición de potencia de expon Liim “уха Ча) - f(a) -800 ба). 
4 = -а 
natural. ў AA 55 7 ае 


9(х) о(а) 
Aplicando el ál ími 
К gebra de límites i : 
WM punto a, queda la tesis. correspondiente y la continuidad de la función g 


fr) = (хп) х + х"-1 (1). lo 
A : hy h-1 
Ahora bien, por la hipótesis inductiva: (")' = hix ho - sen х 5 
Reemplazando el valor anterior en (1), resulta: 0) x? > h'(x) = E SO x. 
х“ 


(х) = (hx^)-x + x = nx «x^ = (1) х". 


Ada de una funci 
que es la tesis. unción compuesta (Regla de la cadena) 


| | 9 está incluido en el ió 
кн чү ji como ya hemos visto, la función шарыг i id n 
| A "Unción g es derivable en i A 
- | os un punto a interio 
EET Ablo on el punto g(a) interior al recorrido de no k AN : к 
Bh dorivable en a y su derivada es ii ирэг 
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(оо) (а) = f'[9(a)]- g (a). 
Si aplicamos la definición de derivada a la funci 


бо - (оо) (а) 
(fog)'(a) = lim, a LA сова 


También, por definición de derivada, es: 


) ха 
Plo(a)] = тоа о) — ala) 


inici nteriores: 
Podemos escribir, pensando en las tres definiciones а 


бе, їог рагах-эа, y гесо 
Buscando el límite de cada miembro de la expresión anterior p 


: tenemos: 
dando, сото g es continua, que x—»a implica g(x) — g(a), gue 


шэг х-а 90) — 9 
Es decir, (fog)'(a) = fígla))- y (a). 


NUNT mc e ис 
Obsérvese айога que esta demostración sólo es lícita si la función g es Iny 
igi х)#о\а). 
mos exigido que х=а asegure g( Í | 5 уван 
zu: e es пса. la expresión (1) no tiene sentido si x= B ЕЕ ed 
lo tanto, necesitamos una demostración general que abarque 
ción g no es inyectiva. Esa demostración es la siguiente. 


€ Demostración 


ini i la sigui 
Definamos una función auxiliar h cuyo dominio es el recorrido de g, de g 
te manera: 


f'(b) — siy * b 


b 


f(y) — f(b) 
үс 
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ór og en el punto a, es: 


(х) - ga) 
Ч8091-180(0) y gía) = lim, a —59 2 —3-——3 


3 - g(a) 
{9(60] — f[g(a гр _ -209 ala) 
fog) (х) - (feg)(a _ mao 19 E MEE Moa х-а 


Probaremos, en primer lugar, que la función h es continua en el punto b = gía) 


Para ello debemos probar lim, [h(y)] = h(b) = O. 
Ahora bien, lim, [h(y] = lím, KO z Hy) = 2 2 
y- 


Ш 


1 } : (у) — f(b) 
tim, [F(b)] — lim == = 
si a pes 
= f'(b) — f'(b) = O. 
Hemos probado, entonces, que la función h es continua en b = g(a) 
continua en a, pues por hipótesis es derivable en a, resulta, aplicando 


continuidad de funciones compuestas (pág. 172) 
a, es decir, 


,y como g 
el teorema 
‚ que la función h og es continua 


lím, (109) 0) = (hog)(a) = h[g(a)] = ҺЫ) = 0. 
Osea, lím, h [9(х)] = 0 (1). 
Consideremos nuevamente el valor de la función h en cualquier punto y + b: 


Қу) — f(b 
ну) = (o - 100-100), 

yb 
Luego, podemos escribir: 


VEN s 
prod f'(b) - h(y), 


làmbién: 


Қу) — f(b) = f'(b) (y-b) - Һу) (y-5), 


Aldad que se verifica también si y = b, como puede comprobarse mediante 1а 
Мисїдп correspondiente. 


Ahora bien, por los requisitos exigidos desde la hipótesis, es Vy: y = 9(х). Luego, 


Өөп la última igualdad obtenida reemplazamos b por g(a) e y por g(x), obtenemos: 


[9060] - f[g(a)] = t [o(a)] [069 - о(а)] — h [969] [90) — g(a)]. 
Podemos dividir ambos miembros por (x—a), considerando x = a, y resulta: 
!'[g69] - f[g(a)] _„ g(x) -g(a) — g(x) — g(a) 

085 = f'[g(a)] ЭБЭ h 1909) rur 
Calculando el límite en el punto a y utilizando (1), queda: 
fo — (fo 
1080-1200) L E igla]: оа) ` o. gig 


їт, 


f' [g(a)] - g'(a), que es la tesis. 


Bmplo 1 


toan бх хе y g:x—> а(х). 
En (fog)(x) = (0001 
y (fog)(x) = 6[9(х)]5 - g'(x). 
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Ejemplo 2 


Sean Ех-эх! y g:x- g(x). 
Es (feg(x) = [g09]" 
y (fog) = п[9(х))" ' g). 


Ejemplo 3 


Sean x x? y gix—5x« 1. 
Es (fog)(x) = (5x+1) А 
у (fog)(x) = 3: (5х+1)2:5 = 15 (5х+1)*. 


: mE 22 5 
En general, si se trata, por ejemplo, de derivar la expresión y = sen (3x + 2x), 


se obtiene y: = cos(3 + 2х) - (15x*+ 2). 


La regla de la cadena se extiende también para derivar funciones compuestas de 


varias funciones: T 
Consideremos la expresión у = cos?(5bx^- 7x) = [cos(5x*-— 7x)P. 
Se obtiene: y' 


"I 


Análogamente, siy = V ѕеп(х? - 8), 
1 


'= — cos(x? - 8) : 2x. 
resulta y 2 еа) 
EJERCICIOS 
1) Derivar: 
(х+2)3 NOA h(x) = (2x-1) (3х+5) 
fx) = E g(x) KA (x) 
2 2x? — 4x 

r(x) = x? V3 + х2. s(x) = (2x+4) (2-3x) (x%+1) (х) = S TU UR 

2) Hallar derivada primera y segunda: 
1 
f(x) = (3x+5) (1-2x) g(x) = мх? +1 h(x) - WS 


3) Derivar: . I 
f(x) = sen(5x2+3x) g(x)- sen(Vx) h(x)= cos(3x'-In 5) 


-3 y? М 
r(x) = [sen x + сов(3Х) Р 5(х) = (==) t(x)= sec2(3x) 
4) Derivar: 
1 Э eem 1 + cos 2X 
Ig cw 80) = Vix + x (Mosel 
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3 cos?(5x? — 7x) - [— sen(5x? — 7x) . (10x — 7). 


у í 555555 i — 


‚ Cálculo de algunas derivadas 
rivada del logaritmo natural 


Probaremos que si f:x— In х, entonces f': х — 1 


x 


mostración 


Si ах 0, еѕ: 


In Х 1 
wm Inx— Ina a х үх-а 
! = z, 5 
а) -1т-----2 = lim = lim |н((-5) )] 
( ) a x-a а у а а 8 


Por teorema de límite (pág. 141), el límite де! togaritmo es el logaritmo dei limite. 


Oses нө = m [im, ((2))] 


Para calcular este límite, que corresponde а un casó de indeterminación, hare- 
8 intervenir el número e. 


Ч (39 7] - "De (2-973]- 


н n[m. (1+2) 77)] - in (im, [(: кау) : 


vada logarítmica 


La regla de la cadena o regla de derivación de funciones compuestas aplicada 
8 fog, donde f es logaritmo natural, es útil en muchas ocasiones para el cálculo 
Me derivadas. : 


Sean fix=Inx y g:x>g(x). : 
En los puntos donde está definida, es: 


(fog)(x) = In [g(x)] 


Ч 1 
fo 4 X) = ———. , " 
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Aplicación a la función potencial 


Si Бх-х (Кє В y x» 0), puede considerarse In [f(x)) = k In x. 
Derivando los dos miembros de la expresión anterior, resulta: 


f'(x) EK SE 
x 


f(x) 


Px) = kx ', I 
fórmula ya obtenida para potencia de exponente natural (pág. 202) y que ah 
resulta válida para cualquier exponente real. 


Ejemplo 


3 8 
(9 2x 5 э) = - Z x Š 


Aplicación a la función exponencial 
Si :x—Kk'(keR y k>0), puede considerarse: 
In[f(x)] = x In k. 
Derivando, 
— — = Ink 
f(x) = f(x): ink 
|: f(x) = k* -ink 


Tanto en el caso de la función potencial como en el dela exponencial, si ih 
о el exponente son a su vez funciones compuestas, se aplica la regla de la ca 


Ejemplo 1 


Calcularf'si Ех > 5^9**3 
f(x) = pinoe3) 


In[f(x)] = In(x?+3) -In 5 
SU _ _ 1 ans 
f(x) x? +3 
-2х 
А Z RNE) e REA In 5 
rA x +3 
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тріо 2 


Calcularf' si fix x*. 
f(x) = хх 
In | 00) = x- In x 


Р) 
f(x) 


Р(х) = f(x) (In x + 1) 
Р(х) = x* (пх+ 1) 


= dnx +x} 
1 x 


rlvadas de funciones trigonométricas 


Ya se ha calculado en este capítulo (pág. 198) la derivada de la función seno, 
lizando la fórmula que transforma en producto la resta (sen x — sen a). 
Seobtuvo f(x) = Senx ze f(x) = cosx. 
Рог el mismo procedimienté se calculó la derivada de la función coseno: 
f(x) = cosx = f'(x) = -senx 
Para derivar las demás funciones trigonométricas resulta sencillo aplicar la fór- 
la que permite derivar un cociente. 


Por ejemplo, si f(x) = tgx --2-- | , 


е cos? х + sen? х 
onces Мх) = == 


5 BOR E (para cos x = 0). 
COS* X cos” X 


De igual forma se deduce: 


1 
Ш 


1(х) сод x > f(x) > (рага sen x = 0) 


sen“ x 


f(x) = sec x > Р(х) 
f(x) = cosecx = f(x) 


tg x -sec x 


1 


- cotg x : cosecx 


vadas de funciones inversas 


Sif es una función biyectiva con derivada finita no nula en el punto a, entonces f `! 


e derivada finita en f(a) y esta derivada es 


fa) ` 
nostración 


Por definición de función inversa: 
Vx: f [fx] = х. 


Si derivamos la expresión anterior aplicando, para derivar el primer miembro, la 


90а de la cadena, resulta: 
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Рог el teorema anterior: g'(b) = si f'(a) + 0. 


шах 

f'(a) 
Como ya se ha visto, si f(x) = sen x, entonces f'(x) = cos x. 
Luego, f'(a) = cosa. 


Si f'(x) * O, (f *) [100] = 


Por lo tanto, g'(b) = AN A REA 1 


cos a М1 - sena E 


Osea, sig(x) = arcsenx, entonces Vx + 1:g'(x) = 


Aplicación 


Sean f una función biyectiva y g su función inversa. 
Se conocen los valores siguientes: f(5) = 13; f'(5) 
f(13) 2; f'(13) 


Calcular, si es posible, g'(13) y g'(2). 


II 
lI 


De la misma forma se obtiene: 
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фх- ассо5Х — gx > ——— 
м1 = x° 
0: х — arc tg x > gx > ——L se 
1+x 
= 
9: x — arc cotgx = go T зета 
TEX 


тр/о 1 
Aplicando el teorema anterior, 
Calcular f' si f:x— arc cos (ax). 

Aplicando la fórmula obtenida para derivar la función arco coseno y la regla de la 


, gise 2465 - i { > 
8:(13) = 071457) = gy 9 сор ha, resulta: 


, 
Como Íf'(5) = 7,es g'(13) = T 


1 
Análogamente, g'(2) = - 


1 
fr 6 plo 2 


Calcular f' si f:x— arctg (x? +5): 


1 
Р(х) = ——— ———.3x*. 
(9 1 + (х2 +5)2 


Derivadas de funciones trigonométricas inversas 


Ех sen x (- Z= x = 2) 
: 2 2 


g:x>arcsenx (g = f !) vada de una función definida implícitamente 


Bo ha visto en el capítulo 3 (pág. 69) que una función f puede estar definida 


sede lcitamente por una expresión del tipo Р(х,у) = 0 donde у = f(x) 
2 


Puede calcularse f’ derivantio la expresión que define implícitamente a f. 
1 plo 
0 f 0 , уа йе з 
—€— Boa F(x,y) = 20 -ху-ух-1-0 
-1 BI f está definida implícitamente por la expresión anterior, es: 
a =|arc sen b g 2х3 + хіх) — [р.х — 12 O. 
E» Derivando, y teniendo en cuenta que el primer miembro representa una función 
2 


Бий ат, cuya derivada es nula, se tiene: 
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6x? + f(x) + x'(x) — 31008 -80)-х-1098-0. 


Despejando: 


бо) = 6x? + f(x) — [f(x) Y 


З [1097 -x — x 


si el denominador no es nulo. 


En general, en la expresión que resulta, aparece f(x). 


EJERCICIOS 


1) Calcular f' si: 
1) i x — xŠ + 3X? — sen x 
3) f: x > tg(3x) — 4 cos(6x) 
5) f: x — (x5 +3x)(x2 —2) 


7) Ёх-» (xx) (У-и) 


9) Ех (х2--3х) (2-х)79 


f vx-2 
11) £ x= In —— 
) | Vx+2 


13) tx Inf (Inx)  --- 
х2-1 


15) f x arc t 
) СЕТТЕР 


17) ЕХ-» arc tg(In x?) 
19) f: x — In(cosec x + cotg x) 
21) Ех tg(x? +1) -In x? 


X 
E arc tg(3x) 


ES 


25) f: x— x V 9—x2+9 arc sen] - 


27) Ех-» arc sen I 

29) f: x  tg*(5x) — tg(5x) + 1 
31) f: x  sh?x + th?x 

33) f: x — ед 09. cotg(5x) 
35) Ех xn x 
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2) f: x — cos (6x) + In (2x) — VX 
4) f: x — In(sen x) + sen(In x) 

6) Ex — (х3--3х2)(1-4/3) 

8) x5 (v«- i) (3x? —5) 


х 


1-МХ- 
+ Vx 


12) ix хх! 


10) Ех-» 


14) f: x > varc sen (5x2) 
16) f: x — cos(arc sen x?) 
18) f: x — ез" 

20) f: x—> вес 

22) f: x — arc sen x - arc tg x 


24) Ех-» ес 


DX *x*2 
2х2 - x + 1 
ех +e * 

x 


26) f: x= In 


28) f: x — 
30) f: x — In x + ех sen х2 
32) f: x — 2ch (x—3) + coth2x 
34) f: x — 2'9*. arc tg (2x) 
36) f: x — InlVsen x)— e**' 


4/1+thx тых _1 х 
: o MUN. fx — th — - — th? — 
07) tx Y 38) ix > h тэ Z 


99) f: x ^ 1п(х+\/х° +9) 


41) Ех-» V 1+\/6х. 


boris x arc tg x +1 


М/х? +1 
44) f: x — 2 arc tg LA anexo гн 
1 ‚М1+х + V1—x 


+x 
_агсзепх_ 
М1-х2 
9) a) Demostrar: si f, 9, y h son funciones derivables, entonces 
(fgh)' = f'gh + fg'h + fgh’. 
b) Derivar: y = sen (sen x) : (x sen x + cos x) ` cos? x. 
4) Derivar: а) f: x — log x 


40) Ех —^ cos x V 1+senéx 


arc tg x 


42) x т - 
1-x 2 


9) Demostrar: si f(x) = ,entonces xf(x) + 1 — (1-x2)f'(x) = O. 


b) f: x — log, x 


5) Seaf una función biyectiva y h su función inversa. Se conocen los datos siguien- 
tes: f(1) = —4, f(0) = 9, h(6) = 10, h'(-4)-2,h'(6 = 4 y f'(0) = 3. Hallar 
(1), h'(9) y (ТО). I 


6) Sea f una función biyectiva y g su función inversa. Conocidos los datos: (3) = 7, 
15) = 3, g'(7) = Oy f'(5) = O, ver si existen f'(3) y g'(3). 
7) Derivar las siguientes funciones definidas implícitamente: 
а) 2х3 – 3y + y = 5 b) x? — xy + y? = -1 
3 3 
с) Vx — 4y + yx = 6 A Leu 
y 
е) х? + y = x + y3 — 2 


9) arctgy — y + x = 0 


f) Зух? — 2y2x2 = 
h) со5(у+х) - y = 0 


VI. Aplicación geométrica de la derivada | 


En geometría se puede definir la recta tangente a una circunferencia como la 
perpendicular al radio en su extremo. Esta definición carece de sentido en curvas que 
ho son circunferencias. 

Tampoco puede utilizarse como base de una definición la idea de que la recta 


langente tiene un solo punto común con la curva, como puede observarse en el 
gráfico siguiente: 
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t es tangente a la 
curva en P y atravie- 
sa a la misma en A y 


en B. 


cede en el origen para la función f: x > lx] IQ NODE 
En efecto, como ya se ha visto, la func 
Mo, no hay recta tangente a la curva en 
Como la función tiene derivadas a dere 
tarse semirrectas tangentes-a derecha e 


ión f no es derivable en el ori 
el punto (0;0). 

cha e izquierda del ori i 
hae gen, pueden - 
izquierda del punto (0;0) ко? 


деп y, por lo 
Se trata entonces de definir, en forma general, la tangente a una curva en un 
punto de la misma. 
Sea el siguiente el gráfico de una función derivable f: 


Consideremos el 


punto A sobre la 

curva y otro punto 
cualquiera P + A. (0*)=1 
La recta. AP- es una 


recta secante a la ` 


юВ=!(07)=—1 | АХ | а= 
0 


X 


Semirrect 3 

diente ibat оо оао es la que tiene origen en dicho punto y 
l . = 1. semirrecta : ети 

m: d en dicho punto y pendiente f'(0 à 2 a Izquierda de (0:0) es la 

una función es continua y tiene deri ES : 

la tangente a la curva еп [ad erivada infinita 


. Curva y su pendien- 
te es la tangente 


trigonométrica del en un punto de su dominio, la 


(a)] es la vertical que pasa por dicho punto. 


ángulo BAP. Es decir, damos la siguiente definición 
Inición 
Es decir La recta de ecuación x — 
, 5 2 -а 1 дє 
? Ёл ТН (а)] si y sólo si es tangente vertical al gráfico de f en el punto 
pendiente de АР = tg BAP = —— 
НЯ lim, 16) — Ha) | 
Si el punto P se acerca sobre la curva al punto A, la recta secante AP tiende a x-a po 


una posición límite que corresponde a la recta tangente a la curva en el punto I 


La pendiente de esta recta "límite" es la tangente trigonométrica del ángulo TAB, 
O sea, : 


sto s j 

ucede, por ejemplo, en el punto (2:1) para la función siguiente: 
Ехэ 1 + Vx 32 
109) — Ка). 


DN 
pendiente de AT = tg TAB = lím, x 


Ahora bien, resulta lógico entonces interpretar geométricamente a la derivada e 
un punto como la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto considerad 

En definitiva, y de acuerdo con-las consideraciones intuitivas anteriores, se d 
fine la recta tangente al gráfico de una función en un punto del mismo como la re 
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gu 


f(x) = f(2) Vx-2 1 Si la derivada en un punto es nula, la 


Дар = = lim, ао lim, aa = x lente es una recta horizontal tangente a la curva en el punto сонеѕроп- 
А 29 ее О se ió 
8 f | me а, la recta de ecuación y = Ка) es tangente horizontal al gráfico de f 
Luego, la recta de ecuación x = 2 es tangente vertical a la curva en (21). í то [a:f(a)] si y sólo si f'(a) = 0. gráfico de f en el 
€ Nota: Si se quiere dar una definición rigurosa de tangente vertical a una curva Esto sucede, por ejemplo, en el punto (0:-1) para el gráfico de 


un punto de la misma, debe exigirse, igual que se hizo para las tangentes oblicu 
que las dos semirrectas tangentes a derecha e izquierda del punto considerado se 
semirrectas opuestas. 1 

Es decir, se puede dar la siguiente definición de tangente vertical, más fuerte q 
la anterior: la recta x = a es tangente vertical al gráfico de f en el punto (ал 
si y sólo si: 


Ех х2 – 1: 


У 


lI 


(ma КЕЗ e г MEE 


х-а аха 
En el ejemplo anterior, 


f(x) — f(2) 


ШИР” = lím,- ———— = te. T 
y : vm Resulta, Vx: f'(x) = 2x y f(0-220 
: Luego, la recta de ecuació 
с 1 à ción y = — i 
| B E PN Мон 20 [рио a y 1 es tangente horizontal a la curva en 
x-2 V (x—2)° | 
Luego, las semirrectas tangentes. son opuestas y la recta x = 2 es tang ecta tangente 
vertical. 
2 Si se quiere hallar | ió 
| | | | S a ecuació 
Consideremos, en cambio, la función f: x= x 53 nsiderar la ecuación de la 2 que pasa po dicho n Yo y tene pendiente fa 
: а que pasa por dicho punto y tiene pendiente f'(a) 
- 5 x | | 
En este caso, йт, + ою) — КО). = limo+ х = limo+ 2 = + х 
x x vx 
22 
ЗУЛ сома окыр с СЭМ 
y lm- = = lim- —— = lmo-32= - v. 
y 0 х-0 9 Х d Vx 


Luego, si se adopta la segunda definición propuesta para tangente vertic 
recta х = 0 no cumple los requisitos exigidos y solamente la semirrecta superi 
tangente en el origen. 

En estas condiciones, el punto (0;0) es un punto cuspidal del gráfico. 


Pero tg а = 


тэ 


f(a y resulta (a; = 0) — f 


(a) 


x—a > Yaque Ща) = f(a). 


Luego, t(x) = f'(alx-a) + Қа). 
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2 iguien! 
La función lineal correspondiente a la recta tangente está dada por la siguie! | 
expresión: 


En el ejemplo anterior, como la tangente en el punto (2;9) tiene pendiente 4, la 


al en ese punto tiene pendiente — I y su ecuación es: 
tx f'(ajx-a) + (а). 


у= 00020) +9 у= – Z 19, 
Ejemplo 


Si la recta tangente a una curva en el punto [а;Қа)] es la recta horizontal de 


уш : 2 | punto 
T ráfico de f: x х? + 5 en el p © f x 
Hallar la ecuación de la recta tangente al g ación y = f(a), la normal en ese punto es la recta vertical de ecuación x = a. 


abscisa a = 2. 


ulo entre dos curvas 


Se define como ángulo entre dos curvas, en un punto que pertenece a ambas, al 
ulo formado por las rectas tangentes a cada una en el punto de intersección. 

Si las funciones que definen las curvas son derivables, puede hallarse dicho 
pulo mediante las respectivas derivadas en el punto. 


a-2 Қа) = 9 


y=x? +5 


ЇОЁ------------... 


Además, Va: f'(a) = 2а.. Luego, 1(2) = 4. 
tx) = 4(x-2) + 9 = 4х + 1. 
Luego, у = 4x + t es la ecuación de la recta tangente 
el punto (2:9). 


a la curva considerada 


Llamamos сг, al ángulo que forman las curvas C, y C, en el punto P de coorde- 
das cartesianas (x,; у,). 

Recta normal tg an = tg оз — igo si 90:10 5-4-1 
Puede definirse la recta normal al gráfico de una función үзе ж un pun 2701 tg œ tgo; E 5 А 
де! mismo, сото la recta perpendicular a la recta tangente en dicho puri 9. 


Es decir recta normal al gráfico de la función derivable f en el punto [a;f(a)] 


Pero tg a, = Ё, (Xp) ^ tg аз = Ё, (Xp). 
si Р (а) +0. 


: 1 
or dicho punto y tiene pendiente — — 
es la recta que pasa p (а) na 


Luego, t = —— 
AE al 


Su ecuación.es; р 


2 1 
02. К =- Ta Ejemplo 
. ар 3 
Es decir, Sean fix>x? – 2х + 2 ; lix - 2, 
1 
n(x) = - (а) (x-a) + (а), El punto de intersección es (1;1). 


- a, Ї 
y la función lineal correspondiente a la recta normal en [a;f(a)] está dada por la 


5 ' 0) = 2х-2 = (1) 0 a Ра) = 23 = 1,0) --3 
guiente expresión: x 


n:xo m Ге, (x-a) + f(a). 


f'(a) 


igo; = -3 => a, = arctg(-3) = о, = 108°26' 
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) Sea f: x— 3х3 — 5x2 + 17. ¿En qué puntos la recta tangente forma un ángulo 
de 135? con el eje positivo de abscisas? 


3 
) Sea Ех > 7 + ie + 14x ~ 7. ¿En qué puntos la recta tangente tiene 


pendiente 2? 


) Versi en algün punto la recta tangente al gráfico def: x — x? + x — 2 eg paralela 
à la recta de ecuación y = 4х + 5, 

) f está definida implicitamente por x° + x2y — 4х + 4у = 0 соп у = f(x). 
Hallar la ecuación de la recta tangente al gráfico de f en el origen. 


1) Si f: x — x In x, encontrar el punto en que la recta normal al gráfico es paralela 
a la recta de ecuación У = х + 1 y escribir su ecuación. 


) Indicar si en algún punto el gráfico de cada una de las siguientes funciones tiene 
langente vertical: 


EJERCICIOS Би Eq S 1 Е s s 
1) Recta tangente y recta normal al gráfico de cada una de las siguientes funcione : ER 
en el punto de abscisa indicado: h: x —^ V36 — x? S:X — Vx 
Бх х2 – 5х +3 а= 1 g:x 3 – 7х 32 Ux—1- Vx 1 у:х— ух — 1 
2 =- 
h:x— 2- Vx a=9 s:x— x? — 3x? + 2 a=-1 Бх T E 


1 29 " 3) T 
: дыра е а--1 9) Hallar el ángulo que forman, al cortarse, las curvas definidas por el siguiente par 
(ix — х? - ax? - 9x43 a-3 vxo 3x? + : 


de funciones: 


- fix— + dx + 4; bix хаха 
m: x — cos(2x)-cotg x + 3 a ES q: x — e% - sen(2x) + 1 a-0 X ; ус» 
4 Idem para ha 3 hix > хз. 
p:x— ех — i =0 гох э In(1+x2)—e ?*«tg(zx) a = 0 X4 


In(x+e) 


2) Indicar para cada función los puntos del gráfico donde la tangente es horizont | 


Il. Aplicación física de la derivada 
бх х2 – 3х + 2 g:x— х? - 6х + 5 


Сопѕідегетоѕ ипа гесіа г соп un sistema de abscisas de origen O y un punto 
Móvil P. : 1 
Sea f la función que describe el movimiento del punto P sobre la recta r tal que 
фага cada instante t, f(t) es la distancia s = OP. Esta función f se llama ley de movi- 
Miento y sus valores dan el camino recorrido en el tiempo t. 

Por ejemplo, sea f: t— t? — 3t. 


poss Mp 


hix 


3) Indicar en qué puntos del gráfico la tangente tiene pendiente 9 para la funció 
f: x — x? — 9x? + 36x. 


А 46 | eje positivo d Si 1-0 es f(t) = 0, y el punto se encuentra en el origen 
t untos la tangente al gráfico de f forma con e ‚уер деп. 
4) Indicar en qué р i h 5 Para {= 1 es f() = —2, y el punto se ha desplazado hacia la izquierda del 
abscisas un ángulo de 45? si f: x ^ —7х + 17. Bilgen. 
: : Para t 2 3 es f(t) = 0, y el punto móvil se encuentra nuevamente en el origen, 
А : : áfico de f: x > x? — — en el cual la recta tan Blobtera. 
5) Indicar si hay algún punto en el агайс x EI movimiento rectilíneo del 


punto P puede representarse gráficamente de la 
gente forma un ángulo de 60°. 


6) La tangente al gráfico de f: x х? + 4 en el punto (1:5) corta al gráfico en otr 
punto. Hallarlo. 


Blu uiente manera: 
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Obsérvese que, aunque 
2 el móvil se desplaza 
ДА B sobre una recta, si 

0 se quiere hacer el 
gráfico de la ley de 
movimiento correspon- 
diente se obtiene 
una parábola. 


Cuando el móvil pasa de la posición A a la posición B, la variación en la posición 


del punto es f(4) — f(3), correspondiente al intervalo de tiempo 4 — 3 = 1 + 0. 
El cociente entre ambos esta velocidad media en el intervalo [3;4]. 
Interesa también conocer la velocidad del móvil en un instante determinado; por 


ejemplo, para t = 4. Para ello se pueden. considerar intervalos de tiempo cada vez 


más pequeños. 
Se define como velocidad instantánea en el instante t = 4 el límite de la veloci- 
dad media en intervalos que contienen al punto 4 en su interior. 
Es decir, 
f(t) — 1(4) 
t-4 
t — 3t — 4 
t-4 


у, = lím, 


En nuestro ejemplo, v, = lím, = lím, (t+1) = 5. 


La velocidad en cualquier instante t se obtiene, entonces, derivando la función f. 


Es decir, vt) = f'(t) = 2t — 3. 


La velocidad se anula si t = 3 О sea, en el instante t = 1,5 el cuerpo está en 


reposo. En el gráfico se observa que en ese instante cambia el sentido del movi; 


miento. 


La aceleración en un instante puede definirse, de manera similar, como la deriva- 


da segunda de f en el instante t considerado, o como la derivada de la velocidad e 
ese instante. 

Es decir, а() = f(t) = v'(t). 

En nuestro ejemplo, a(t) = f''(t) = v'(t) = 2. 

Es decir, para todo 1, la aceleración es constante. 


EJERCICIOS 


1) Para cada ley de movimiento, indicar en qué instante se anula la velocidad, cuá 
do es negativa, cuándo es positiva, y representar el movimiento gráficamen 
sobre una recta: 


s: t5 t? - 5t 0=1=7 
f:t— 1 + t— Ë + 203 0=1=2 
g:t> P – 402 + 3 0=1=5 
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һ:1— 2t? — 61 + 1 О<{<4 


9) Para las leyes del ejercicio anterior indicar еп qué instante se anula la aceleración 


9) Indicar la aceleración para el instante en que se anula la velocidad del móvil que 
responde a esta ley de movimiento: 


sitət+ + t= 1. 


VIII. Diferencial de una tunción 


Al dar la definición de derivada de una función en un punto x, se indicaron dis- 
lintas notaciones que suelen utilizarse para designar a dicha derivada (pág. 195) 
Entre ellas, se indicaron las dos notaciones siguientes: 


A dy 
: F9 ' dx 
La segunda expresión suele leerse “derivada de y respecto de x”, y puede jus- 


Мї.сагве si se define previamente diferencial de una función. 


Apliquemos la definición de derivada a la función f en el | 
unto х, Пат 
Incremento de x. j сайны 


Es f(x) = lim Eth — х) _ 
h-0 h 


Una propiedad de límite finito, vista en la página 137, indica que la diferencia 


ярь la función considerada y su límite es un infinitésimo en el punto donde se calcula 
mite. 


Es decir, f'(x) — A = g(h), y g es un infinitésimo en cero. 
Si multiplicamos la expresión anterior por h + 0, queda: 
Ро) h — [f(+h) - х) = g(h)-h 
Es decir, las expresiones f'(x) - h y [f(x+h) — f(x)] son aproximadamente igua- 


le para valores muy pequeños de h. 


El número [f(x+h) — f(x)] es el incremento de la función correspondiente a un 


Incremento h para x. 


Los incrementos suelen designarse, en general, con el símbolo A. Así, es comün 


дөвїдпаг Ax al número h o incremento de x. 


El incremento [f(x + h) — f(x)) puede designarse A f(x;h), que se lee “incremento 


de fenx respecto de h”, o, más simplemente, лу, aunque esta notación suele utili- 
Barse de manera imprecisa. 


La expresión f'(x) - h se llama “diferencial de f en el punto x respecto de h” 


y ^o designa df(x;h) o, más simplemente, dy. 


Veamos en un gráfico la interpretación geométrica de 105 dos números consi- 


derados: 


Ay 
dy 


1 


Af(x;h) 
df(x;h) 


| 


f(x-h) — f(x) 
f'(x)-h 


1 
1 
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S; Jesignamos AB la 
ngitud del segmento 
AB, resulta, observan- 


como el cociente de los diferenciales indicados. Esta conclusión justifica, enton- 


88, la notación ar que se adopta a veces para designar a la derivada. 
x 


do el gráfico: 53 . DO 
; De la expresión anterior dy = f'(x)-dx se pueden deducir fácilmente las re- 
АВ =tga:h=f'(x)-h = : Я : 
85 para diferenciar funciones. 
= df(x;h). 


Por ejemplo, y = sen x = dy = Cos x : dx 
y = x?-cosx = dy = (2x cos x — x° sen x) dx = 
= 2x - dx - cos x + x2(—sen x) dx = 


1 


d(x?) - cos x + x? - d(cos x). 


Como la derivada de una función sólo difiere del diferencial en el factor dx, todas 
8 fórmulas para derivación son válidas para diferenciación. 

Es decir, la longitud AB ¿orresponde al diferencial de f en-x respecto del incre 
mento h. 

Por otra parte, la лай BC corresponde al incremento Af(x;h). 

En un entorno de x, cuanto menor es el número h, más se aproximan las longi u 
tudes AB y BC. O sea, la resta AB — BC tiende a cero si h tiende a cero. · licación 

Por lo tanto, si reemplazamos BC por AB, estamos reemplazando el gráfico de f 
entre x y x+h, por la recta tangente en el punto [x;f(x)]. 

Es decir, se puede aproximar el valor f(x+h) conociendo el valor f(x) y el дИегепе 
cial de f en x respecto de h. El error que se comete al reemplazar f(x -- h) po 
f(x) + df (x;h) puede hacerse menor que cualquier £ > 0 prefijado, si se toma h 
convenientemente pequeño. 

Trataremos ahora de formalizar las consideraciones anteriores dando la defini- 
ción de diferencial. Para ello debemos tener en cuenta que el diferencial de una fun- 
ción en un punto x depende del punto x considerado y del incremento h. O sea, e 
diferencial depende de dos variables: x y h. 

Si f es una función escalar, se puede definir entonces, a partir de ella, una fun- 
ción df que depende de dos variables. 

La función df se define de la siguiente manera: 

df: (x;h) — Р(х) - h, para todo número x donde f es derivable y para cualquiel 
nümero real h. 

La nueva función df se llama diferencial de f, y, como hemos dicho, es función de 
dos variables. Una función de dos variables se llama también función de vector o 
campo escalar. 

El valor df(x;h) es el “diferencial de f en el punto x respecto de h”. Nótese que h 
es un número real cualquiera, mientras que x es un punto interior al dominio de f 
donde existe derivada finita, es decir, x pertenece al dominio de f'. 

En especial, si f es la función idéntica, f: x — x, 

Vx Vh: dt(x;h) = Р(х) :һ = 1-h = h. К 

Es decir, el diferencial de la función idéntica, e en n cualquier punto y respecto de 

cualquier incremento h, es igual a dicho incremento. Esta propiedad suele indicarse: 


Así, y=f+g = dy = df+ dg; 
=f-g = dy = df - g+f -dg;etcétera 


Si Ex 2 x? 2х +1, hallar dy y Ay en el punto x = 3 para un incremento 
Ах = 0,1. Es decir, calcular df(3;0,1) y Af(3;0,1). 


Ух: (х) = 2x-2. Luego, f'(3) = 4. 
Aplicando la definición, 
dy = df(3:0,1) = f'(3)-0,1 = 4-0,1 = 0,40; 
Ay = Af(3;0,1) = {3,1) — {3) = 4,41 — 4 = 0,41. 


dx = Ax = h. Por lo tanto, Ay — dy = 0,41 — 0,40 = 0,01. 
Forte tanto, dfoch) = Р(х) = f'(x) - dx, Es decir, si se reemplaza f(3,1) por (3) + df(3;0,1), el error que se comete es 
obien, dy = f'(x) - dx de 0,01. 


El cálculo de diferenciales presenta distintas aplicaciones. Una de ellas propor- 
ciona otro método para calcular ia derivada de una función definida implícitamente, 


Si dx +0, es f(x) = i Es decir, la derivada err un punto x puede hallar- 
diferenciando la expresión correspondiente. 
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О ое өө—————— ER 
Sea, por ejemplo, la expresión siguiente: Si quiere hallarse la ecuación de la recta tangente en el punto correspondiente 


2 2 à t = 1, obtenemos: 
2х* +ху-ух- 1 = 0, 


yatsiderada en la página 211. х-2 у-3 22 
Podemos diferenciar la expresión anterior teniendo en cuenta la definición 7 3 
diferencial respecto de un incremento dx. El diferencial del primer miembro es nu Por lo tanto, la recta tangente a la curva en el punto (2:3) tiene ecuación 
puss dicho miembro representa una función constante. 230 15 
Resulta: ln d 
6x? dx + xdy + ydx - 3y?x dy - y?dx = 0. También puede hallarse la derivada segunda de h con y = h(x). Para ello, 
luego, f'(t) d f'(t) 
blendo y'= ———, es y'- X C) 
dx(6x? + y — y?) = dy (3y^x-». TO У а 090) / 
Finalmente, | | 
3 5 Recurriendo a la regla de la cadena, resulta: 
d. y yo 
dx 3y?x =X : 


quenincide con la derivada ya obtenida por otro método. 


También pueden utilizarse los diferenciales para derivar funciones presentada 
епїїта paramétrica. 


= Cro) “са Су) ж 


23 у” 2 f''(t) '(t — f'(üg''(t) dt con dx = g'(t) dt. 


Ya hemos visto que una curva plana puede definirse por dos ecuaciones par [9 (11 dx 
mélis: X = 00) лу = f(t) x (pág. 96). UR f''(0g'(0 — f'()g''(t) 
Aligual que lo que sucede con las funciones dadas en forma implícita, las ecu Obtenemos entonces y” = A LES C SEU SE 
сїйє paramétricas pueden definir una o más funciones escalares con y = h(x [903 
Ense caso, si f у g son derivables, puede hallarse la derivada de h. 
Para ello, como g y f son derivables, también son diferenciables, y result Ho Ie er y | 
ау: 0) dt adx = g'(t) dt. Suele indicarse . y' = Y XY X obien ys c уч 


Por lo tanto, si g'(t) + 0, es: 


: ду 
— = y = h'(x). 
, siendo dx y (x) 


En nuestro ejemploes x = 6- E ^ y-6t. 


Suele indicarse у’ = v donde y” indica derivada respecto de x, mientras q em 1 з? 
. + . . 2 
y indican derivadas respecto del parámetro t. O sea, у = f'(t) л х= g'(t). t 
Puede hallarse, entonces, la recta tangente a la curva en un punto (Хуу,) de 6c 2 = 6 36t? 6 _ 18t2 6 
mina, 7 Ї ў 
Y-Y% _ у, E i шү z i icy E 
Suecuación es EA = 25 que puede anotarse, utilizando la notación (& * son) (6 е ) 
^ Ао 0 t 
detminante, de la siguiente manera: 


12 
- - 1812 + —— 
Ju M M - 0. AM t e тушаа ANDE 
: Yo 4; (в + 1 y (6t? + 1)? 
Por ejemplo, si x = 3t? — Xue e +2, {2 
resulta x = 6t TM ES л y=3%. Otro ejemplo 
d d? 
d 312 3^ Hallar las derivadas primera y segunda po y — si 
wgo -2 = “E osea, y ==, dx 
өг + 1. йг 68 + 1 x 2+ ѕепі л у= 213 – cost 
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Para aplicar las fórmulas obtenidas calculamos: 


x = 2t+cost орев y — Sik sent y = 12t+ cos t 
) у ‚_ 6t «sent 
у ун 
Х 2t + cost 
TES yx — ух 222 (121+ cos 1)(21+ соз t) - (2-sen t) (612 +sen t) 
(х) (21+ cos t)? 


121? — 14tcost - 2sent+ 6t? sen t + 1 
(2t + cos t)? 


También una función escalar, o varias, pueden definirse mediante una ecuación 
polar (pág.100). En ese caso ya vimos.que. puede considerarse al argumento t como 
parámetro. H 

Osea, r = fü) con x= f)cost л у = ft) sen t. 

Diferenciando, si existen las derivadas, resulta: 


dy сз f(t) sent + f(t) cost 
dx tft) cos t — f(t) sent ` 


Utilizando la notación ya vista para las derivadas respecto del parámetro t, obte- 
nemos: 
dy гѕепі ~ гсоѕї 


ах rcost- rsent 


Como ya sabemos, -8- indica la pendiente de la recta tangente. En este caso, 
х 


la recta es tangente a la curva en el punto P de coordenadas polares r y t. 


Si dividimos numerador y denominador por г COS t, queda: 


Por ejemplo, si la ecuación polar de una curva es г = 2 + cos t, buscamos | 


pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera de la curva, dado por sus coor* 


denadas polares. 
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Виа es r = 3 (1 — 3 sen t) 


Para ello, r= 2 + cost = r= -sent 


01+ 2 + cost 

да = - sent 
| _2 + cost 
— sent 


.sentigt - 2 - cost. 


ta = 
2sent+2tgt 


Si queremos hallar la pendiente de la recta tangente en el punto correspondiente 


т 157 
81--- Ёо v2 Д 
4: vemos quees r= 24 HER Además, es sent- cost = 23 у 
lot= 1. 
A 
Por lo tanto, іда = 2 2 s -2 
v242 әз EO 


Interesa también, a vec 

P con el radio vector OP. 
Para ello, observamos quees В =. -t. 
Luego, 


ез, encontrar el ángulo 8 que forma la recta tangente en 


в = 10—101 


Trige gt anre –1. 


: grs 
Como tga -— resulta: 
r 
1--4 
ӨХ 


191 — - tgt Lig? t 
tg 8 = — 
Pem ЫЕ. 

r 


Tg 
ув = 


1 + 1921 
Finalmente, obtenemos 98 = i 
r 
licación 


Hallar el ángulo 8 en el punto correspondiente a t = 0 si la ecuación polar de la 


r=3(1-3sent) —  r--9cost 
luego, 


_ 3(1 - 3sen t) 2 
tg 8 wr sep ` 958 = S3sent- 1 


229 


14 22 о , 
{= 0 > te=- + > B=arctg (- >) > В = 161° 34 


Obsérvese que el ángulo que forman entre sí dos curvas que se cortan муза 
obtenerse como diferencia de los ángulos que fciman las respectivas tangentes со 
el radio vector del punto de intersección. 

Para ello, vemos que a, = 6, — 6. 


198, — 18, : HI | =: нэг 
= == ——— siendo tgf8,= —— Altg B; - 
Luego, dei» = 1-08, 195; DE Ë 


Ejemplo 


Hallar el ángulo que forman las curvas C, y C,, cuyas respectivas ecuacione 
polares son:r = cos t,r = 1 — cost, en el punto de intersección de coordenada: 


polares (+ ; 2) 
2 
Рага C, г = cost = r=-sentt 
Para C,, г = 1 — cost = r=sent 


En el punto de intersección: 


: V3 са v3 

Do ады ое s с 
V3 AUS 
Por lo tanto, 19 8, = — 3 ^ 108, = 3 


3 E 
Luego, 190; = e Eo > tg a= V3 > а= 3 


EJERCICIOS 
1) Calcular Ay y dy para: 


а) у = vx en X = 4 respecto de Ах = 1075. 
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lI 
lI 


b у= х -x enx = 2 respecto de Ax = 10 2, 


1 


с) у =x? — 3 en x = 4 respecto ав Ax = 1072. 


2) Calcular el error que se comete si se reemplaza f(5,02) por f(5) + df(5;0,02) 
para f:x 2 x3 — 3x. 


3) Calcular las derivadas del ejercicio 7 (pág. 213) diferenciando las expresiones 
dadas. 


4) Hallar derivadas primera y segunda de cada una de las siguientes funciones 
dadas por ecuaciones paramétricas: 


а)х= 2 +5 у= 1 - |, 
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Ы) х= е y = е“. 


1 1 
AA = ck 
) t , t 


5) Ecuaciones de las rectas tangente y normal a cada una de las Siguientes curvas 
en el punto correspondiente al valor indicado para el parámetro: 


a) x = 3 cost у = 4 sent к 


b) x = t = 2. 


Фу 
dx? 


0) Hallar la expresión de y” = рага una función dada por las ecuaciones 


faramétricas x = gt) л y = f(t). 


7) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva de ecuación polar r = cos t 
ТГ 


ara t = —. 
2 3 
8) ldem para r = 1+ cos t en un punto cualquiera de la curva. 


0) Hallar el ángulo que forma la recta tangente con el radio vector si la ecuación 
polar de la curva es r = 24 sent para 1-0, 


0) Hallar el ángulo que forman la curva C,, de ecuación polar r = 3(1 -sen t), y la 
сига С», de ecuación polar г = 1 + sen t, en el punto correspondiente a 


t= = à 

6 
11) Idem para Сү: rz 4(1— sen t) y С: rz4sent рага t= Е урага к= Эт. 
10) Siendo la ecuación polar de Су: r = cos t y la de С: т = sen t, a)hallar los 


puntos de intersección, b) el ángulo que forman las curvas en esos puntos. 
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IX. Tabla de derivadas usuales 
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.. g'(x) x h'(x) 


.. g'(x) - h(x) + (х) h'(x) 


. e 


_ g'(x) - h(x) - g(x) ` h'(x) 


х 


. k*- Ink 


. K99 in k- g'(x) 


1 
de log,e 


1 


e —— : g'(x) ` log,e 


g(x) 


“8008 код 1а (9003 + 1800: 


805) 99 [1 + In 9691: g'(x) 


. X* (In x + 1) 


..COSX 


.— sen X 


.. Sec?x 


...— cosec?x 


...gx-secx 


...— cotg x : COSeC X 


g'(x) 1 


g(x 


) 


J 


arc СО5Х......... 


arC g х: 


arc cotg X ........ 


arc Sec x .........|].... 


arc cosec x...... 


Bh X: ЛОЛА ЫРГА 
. sech?x 
. — cosech?x 


. — sech x - th x 


cosech x .........|l.... — cosech x : coth x 


arg sh x ..... 


arg thx ......... 


arg coth x ...... d]... 


arg sech x ... .....]...... 


arg cosech x ..... 


- 00х-Зусо8(56-3:) gt = М 908 (У). 


2х 


RESPUESTAS А EJERCICIOS t(x 
CAPÍTULO 6 h'(x) = — 12x? sen (3x* — In5) 
ión 1 ; 
Sección i з r'(x) = 5 [sen x + cos (3x)]* - [cos x — 3 sen (3x)] 
)f()-6 met: gQ--l Meg SS š so) = S03) (Ox? 1) 
Ял (x? 4 1)* 
1 15 ҷу оү 
gae mis cygunewe опи ра 
z 25 д 4 š 16 (х) = 6 tg(3x) - sec2(3x) 
2) {(3*)=1 esq ТЕ 90 )=1 b у =- — l| 
x? V1 + x? 
3) f'(0) y g'(0) no existen h'(C) = 0 
4) no 3f' en —4 ni en 2 e CR 
80) =} 3 (2x) six>0 
5) no 3f' en - ni en 2 0 si x<0 
Sección 1 h'(x) sce osx. 
А 5 sen? х 
9g. LE ( ) = — 
1) Рх 6x Од 55 2) f 6) = cos (x + nZ) 
Вессібп у 
Sección lll 


1) 1) 5x^ + 9x? — cosx 


1 
1)en—,2 y - 
) € p$2Y-? 
2) en -4 (en 0 no es continua) 


3) Ejemplo: f(x) = x«5| + |x- 1] - 7. en -5yen t 


Sección IV š ; 
Iaa 14 235 
2 x T --- 3_ ХАН. 15 _ 158 
Х- 2 
: оу C93? (13x+24-5x%) 
r'(x) DOE s'(x) = -24x? -24x* + 4x -8 (2-x)* 
+x 
1 
, 34x? + 2х°* — 20 11) 
холо (+5)? ; (х-4) Vx 
13) 2412 (nx 
2) f(x) 2-12x - 7. f'(x)-- 12 TM 
x шэг НЭРЭ, —2х 
0 х ЭЕ сыен TEMPE ” x RA 15) 
80) су O = n a нэ 
ЦАГТ ИХ уу (exo 1) | RAE en 
h (х) d (2x? +3)? h (x) = (2x? +3) | ) [1+1п2(х?)] Х 
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cos?3x 


З + 24 sen 6х 


5) 7xŠ + 9х2 – 10x* – 6 


7 
2x 


4) cotg x + cos(In x) l 


6) Aa 12 Vx — 7x? — 15x) 


2) —6sen бх +t- 


12) хх (xIn x + x + 1) 


quete cct e COE IR 
V arc sen 5x? V1 — 25 x“ 
= 2х3 
Vi 


18) eo . 39 _ 
cos?(x3) 


16) 
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19) - cosec X 20) -—9 A 1+ 
х x x 
2 arc tg x arc sen x 
? (x? 1) In x? ---2-10(х5-1 22) ———— + ———— 
21) 2x sec“ (x*+1) In x x g( ) ) wq == 1 + x2 
2 ax? 1+9x? тї 15: arc cos х" 
23) 3x с) ( : 24) 2xe 
arc tg 3x (arc tg 3x) м1- x* 
26) = 6х – х? – 1 
25) 2/9 - х? (x? +х+2) (2х2+х+1) 
-1 E 
27) === 2 
"I Баг 
5(4tg35x—1 
29) APRA 30) 4 + e* sen x? + 2x e* cos 


31) sh2x + 3th?x sech?x 


32) 2 sh (x-3) — 2 coth x : cos 


33) е“оз%® —3 sen x cos(5x) | 5 1 
sen(5x)  .sen?(5x) 
In 2 arc tg(2x) 2 

34) 285 [ARA ENE ES 

| cos? х 1+ zl 

x vx (Inx t 2In x) 36) 2 cotg x — 2x e* `1! 
35) —————————— 2 
2x 
1 
1 38) === 
37) == ) NUI 
2 v ch x — sh x c 2 
= — 2 sen? х 
39) P EIE 40) ———— 
de М1 + sen? x 
3 x? 
2N 6x V 1 + Убх ) 1-x 
3 —— 
Е 1 1-х 

43) arc t 1 т 44) 1. 

) g x (1 + x?) ) : — 


3) a) (fgh)' = (fg)'h + (fg)h' = 


(f'g+fg')h + fgh' = f'gh + fg'h + fgh’ 


b) y' = cos(sen x) cos3x(x sen x + cos x) + 
+ x sen(sen x) cos?x — sen(sen x) (xsenx + cos x) sen 2х 


4) Recordamos la siguiente propiedad: log, x = log, e : log, x 


5) 292 b) шон 
5) (0) = 2 mg- 
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rs 
3 


rao = T 


По existen 


З(у- 2 
a) (y-2x^) 
1-3x 
1 2y? Vx 
(4-3y?x)2 Vx 
FA g2 
0) 1-= 3 X 
1-3y*. 
1+у? 
clón VI 
f) бу = — Зх +2 
g) ty = — 7х + 3 
x 1 
h) ty = = + — 
)ty 6 2 


() ty = — 24 
у) ty = —7x-5 
т) tiy = x = + 2 


= 
г 

< 
! 


ty = (2+л)х - 1: 


20552) 

h) no existen 
3) (3:54) 4) (27) 
aa y (gj) 


b) 2x — x 
X — Зу 
d) y? + y? x? + Зух“ 
x° + 3y* x 
2 — 15yx* + 4ху? + y 
- sen (x+y) н у? 
1 + sen (x+y) x? 


f) 


; 9 9 
n:x = 3 
x 15 
my = — + — 
аг 
т 
niy = — x + — + 2 
x 2 
niy = — x + 2 
пу = — ° 
: е+1 
=A 
niy =———х- 1 
у Заа 


9) (М2; 5-4V 2) (-У2:5-4У2) 


5) no existen 


5) no existe 6) (-2;-4) 
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9) (-1;-4 10) 10)у-х 11) (ё72:-2672) у = х – Зе ? 
© ХОВЫН i Et 2 ) а) dy = 0,0000250 b) dy = 0,0300 с) dy = 0,0800 
12) f (12) g} (-22 h) (650) (-60) 5) (0:0) b (-1:1) Ay = 0,0000249 Ay = 0,0301 Ay = 0,0801 


on px Re! ) 1(5,02) = 111,446008 f(5) + df(5;0,02) = 110 + 1,44 = 111,44 


€ = 0,006008 < 0,01 


13) еп(0;4) y en(44) a, = arctg + 


3 3 
: - ДЭ нийг! O 
14) en (0-5) %7=0 y en (-5:1) o, = arctg б) M) a) y 2 y 4t 
b) y = 26! у” 22 2 
Sección VII | Бо ; 48 
C) тес => O Шету 
1) s)v=0sit=25;v<0si0<t<25 y v>0sit>25 Л (2+1) 
1-5 B) a) 16) = - 4 х +-4\/2 n(x) =. i x + = мг 
i054 2107. EU. US : и 
= Селеш 1 2 80 
a—n  oəər—k [T n  ——— 
b) (х) = = х + A = 9x - 
-6,25 0 ) t(x) ç x E n(x) x 5 
f Убу > 0 h (д2у-хух-3хху+3(х)®у 
(5)? 
i А v3 —cos t —cos 2t T 
DO MEETUPS ШЕ 8) ба = "Sent sen 21 тезе 


10) «„ = 5 11) e, = + өп (2; Z) y ap = ET en (2:5-) 


0У-081:-001:-4:2у«050«ї« 


w |o 


уу» 0 ѕії > 


10) a) se intersectan en el origen у parat = E (Nótese que el origen tiene para C, 


ioquit ug epe 
к о та s Doordenadas polares (0: =) y para С, (0,0).) 
-6,48 0 3 2 


: р) en los dos puntos de intersección las curvas son ortogonales. 
h) v = 0 si t = 15;v < 0si0 < t< 15 y у> 0sit> 15. 


ыс sasa өш A e 
DU ENS D IE I 
2) s) Via = 2 а= 0811 = = ga = 081 = = 
h) Vt:a = 4 ў 
3) у= 0 а= 5 51 1 = 3 
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7. MAXIMOS Y MINIMOS 


En muchas situaciones interesa conocer en qué puntos del dominio una funci 
alcanza un valor máximo o mínin:o o en qué intervalos la función es creciente o d 
creciente. 


En economía, por ejempio, Jas funciones correspondientes a una demanda по 


mal son decrecientes y las de oferta normal son crecientes. 

Otro problema corriente es el del fabricante que desea conocer las dimension 
del envase de un producto para que el gasto de material sea mínimo, o cuál cami 
debe elegir para que el rendimiento del transporte sea máximo. 


Si bien en la vida cotidiana esos problemas responden a diversos factores de f 


fluencia y la solución matemática corresponde a funciones de vector o de v 
rias variables, la introducción al tema debe darse como aplicación del cálcu 
diferencial para funciones escalares. 


Ya se han visto en capítulos anteriores las definiciones de funciones monóton 


y de máximos y mínimos absolutos y locales. Se verá ahora de qué manera el cálcu 


de la derivada permite localizar los intervalos en que una función es monótona 
aquellos puntos del dominio en los cuales el gráfico de la función presenta algun 
características especiales. 


1, Signo de la derivada primera 


Teorema 1 


Si el punto a es interior al dominio de la función f y f tiene derivada finita y positiv 


ema, entonces existe un entorno reducido del punto a en el cual se verifica: 
Vx: [(x >а f(x) > f(a)) л (x <a => f(x) < f(a))]. 


Demostración 


Por hipótesis, f' (a) = lím, Ea So: 


Por una propiedad de límite finito (pág 134), existe un entorno reducido del pu 
to a donde Ух: ma tiene el mismo signo que su límite. 
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Es decir, 3E'(a) / Vx € E'(a): Пк) Ка), >0. 


Para que el cociente indicado sea positivo en el entorno considerado, es necesa- 
y suficiente que el numerador y el denominador tengan el mismo signo. 
Es decir, si el denominador x — a es un número positivo, entonces el numerador 

f(a) es también un número positivo. 
O sea, x-a>0 = f(x) - fla) > 0 (1). 
La otra posibilidad es que denominador y numerador sean ambos negativos. 
O sea, x- a < 0 = f(x) – Қа) < 0 (2). 
Luego, de (1) y (2) resulta: 

Vx [(x»a = f(x))> Қа) л (x < a = f(x) < f(a))], 

6 es la tesis. 

Obsérvese que en este caso, cuando la derivada f' 
| máximo ni mínimo local. 

En efecto, f(a) no es máximo, pues se ha visto que para x > a resulta f(x) > f(a), 
биа! contradice la definición de máximo para f(a). 
Análogamente, Ка) no es mínimo, pues para x < a resulta f(x) < f(a), que contra- 
la definición de mínimo para f(a). 


) 


(a) es positiva, f(a) no puede 


rema 2 


Si el punto a es interior al dominio de la función f y f tiene derivada finita y nega- 
Ма en a, entonces existe un entorno reducido del punto a en el cual se verifica: * 
vx: [(x> a = f(x) < Қа)) ^ (x < a = f(x) > f(a))]. 

La demostración es análoga a la del teorema anterior. 

Nota: La propiedad demostrada en el teorema 1 suele indicarse diciendo que si una 
lunción f tiene derivada positiva еп un punto, entonces f es estrictamente creciente 
An dicho punto. 

Para ello se define previamente crecimiento estricto en un punto de la siguiente 
тапега: 

f estrictamente creciente en el punto a => ЗЕ(а)/[(х>ал xeE(a) > 

> f(x) > Қа)) л (х<а ^ хєЕ(а) = f(x) < f(a))]. 

Es decir, el crecimiento en un punto asegura la existencia de un entorno donde el 
Incremento de x y el incremento de y tienen el mismo signo. 

Análogamente, el teorema 2 puede enunciarse: si una función f tiene derivada 
hegativa en un punto, entonces f es estrictamente decreciente en dicho punto. Es 
decir, existe un entorno del punto donde el incremento de x y el incremento de y tie- 
hen signos opuestos. 


II. Extremos de una función 


Se llaman valores extremos de una función los máximos y mínimos locales o ab- 
^olutos de la misma. 

Para encontrar los extremos locales de una función se puede recurrir a su defini- 
(оп, investigando los valores que alcanza la función en distintas partes del dominio. 


ne 
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En algunos casos puede resultar sencillo utilizar ese método, como sucede 
ejemplo siguiente: ЗЭ 
1 
x2 + 4 


Sea f: x 


a mínimo local y en el punto [3; f(3)] el gráfico tiene tangente vertical (semi- 
0). 

r lo tanto, en este caso, al igual que en el anterior, la función alcanza un extre- 
а! en un punto del dominio donde no tiene derivada finita. 

ambién puede suceder que el gráfico tenga tangente horizontal en un punto del 
y que el valor correspondiente de la función no sea ni máximo ni mínimo local, 
bucede en la función f: x — x? + 1. 


Para x = 0 es f(0) = + y Vx =Ü. es. f(x) < + 


Luego 10) = + es un máximo local de f, que, en este caso, es también m 


absoluto de f en R. 

Obsérvese que en este ejemplo 40) = + es máximo absoluto en cualqui 
conjunto del dominio al cual pertenezca el origen. 

En la mayoría de las funciones, sin embargo, no es simple localizar extre 


comparación de valores. 
En el ejemplo anterior puede observarse que la derivada de la-tunción f se 


en el origen, pues: 


мг = ду у 0) = 0. 


Esta circunstancia parece sugerir la idea de que la función alcanza valores 
mos en aquellos puntos donde el gráfico admite tangente horizontal. 

Esta idea no es correcta, pues una función puede alcanzar máximo O 
local en puntos donde no hay tangente, es decir, en puntos donde la función 
derivable, como sucede en 1а función fx -x-1 


= 3x? 2 f'(0) = 0. С 

En el punto (0;1) el gráfico tiene tangente horizontal y no hay extremo. 
Por lo tanto, la condición de tener derivada nula en un punto no asegura la exis- 
la de extremo para una función. Pero si una fünción derivable tiene un extremo 
Un punto interior a su dominio, entonces dicha derivada es nula. 

Es decir, la anulación de la derivada primera es condición necesaria para la exis- 
la de máximo o mínimo local si la función es derivable y el punto correspondiente 
Interior al dominio de la misma. 

Probaremos esta condición en el siguiente teorema. 


rema 


I Sif tiene derivada finita en el punto c y alcanza un máximo o mínimo local en el 
punto c, interior al dominio de f, entonces f' (c) = 0. 


f(1) es máximo local y absoluto de f y no existe f' (1). O sea, c interior D, a 3f'(c) ^ f(c) máximo local = fto) = 0. 


Consideremos también la función f: x — (x — 3y2 + 1. 
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Demostración 
mu piedades de funciones derivables 
Como por hipótesis existe el número real Р (с), caben tres posibilidades 

ЕТЕ Рс) > 0 y f(c) < 0 y f(c) = 0. 

i f' (c) > 0, por el teorema 1 (рад. 240) existe un semient 

( гет; : огпо а дег 
д f(x) > f(c). Esto implica que f(c) no es máximo local. Absurdo. 
) Sif'(c) < 0, por el teorema 2 (pág. 241) existe un semientorno a izquie 


donde Vx: f(x) > f(c). Esto implica que f ах! 
ЕА | que f(c) no es máximo local. Absurdo. 


Ibujar la curva correspondiente a una función derivable en un intervalo ce- 
verifica esta propiedad geométrica: si se traza la recta que pasa por los 
de la curva, es posible hallar-un punto interior al intervalo donde la tan- 
gráfico es paralela a dicha recta. | 


Е/етрїо 


Sea f: x — (x — 3)? + 1. 


La curva correspondiente es una pará i irigi 
игу parábola con la concavidad dir Ї 
y cuyo vértice es el punto (3; 1). rg 


х 


La figura (1) corresponde al caso particular en que la función alcanza valores 
в en los extremos del intervalo. La figura (2) corresponde al caso general. 

La propiedad ilustrada en la primera figura se demuestra en el teorema de Rolle. 
opiedad general se prueba mediante el teorema del valor medio. 

En ambos teoremas exigiremos que la función sea derivable en el intervalo abier- 
bontinua en los extremos, es decir, no es necesario exigir que la función tenga de- 
а finita (lateral) endos.extremps del intervalo. Por razones de simplicidad puede 
arse una hipótesis más fuerte que la anterior, exigiendo que la función sea deri- 
en el intervalo cerrado. 


f(3) = 1 es un mínimo local de la función. 

De acuerdo con el teorema, como f es derivable, f' (3) debe ser nula 

En efecto, Yx € R: f'(x) = 2(x-3) y f(320. | 

En este ejemplo, f(3) es también el mínimo absoluto de f. 

Como se había visto en el ültimo ejemplo anterior (pág. 243), el recípro 
teorema no es válido, pues la existencia de tangente horizontal no implica la ex 
cia de un extremo. E 

Por lo tanto, como el problema de localizar extremos es de singular import 
deben buscarse criterios que permitan asegurar la existencia de los mismos. 

I Estos criterios, aplicados a funciones derivables en puntos interiores a su ostración - 
nio, completan la información dada por la condición necesaria demostrada. : ; 

También tiene importancia ubicar los extremos locales cuando éstos ара 
en puntos donde la función no es derivable. 

Finalmente, debe dedicarse especial atención a aquellos valores que son 
mos o mínimos absolutos pero no son simultáneamente máximos o mínimos loc 

En este capítulo estableceremos varias condiciones que aseguran la exist 
de extremos locales. Para poder demostrarlas, probaremos previamente algunas 
piedades de las funciones derivables. 


ma de Rolle* 


Si f es una función continua en el intervalo [a; b], tiene derivada finita en (a; b) y 
= f(b), entonces existe un punto c en el intervalo abierto (a; b) donde f'(c) = 0. 


Al ser f continua en el intervalo cerrado [a; b], por el segundo teorema de 
Welerstrass (pág. 182), alcanza en dicho intervalo un máximo y un mínimo absolutos. 
Sea m el mínimo absoluto y M el máximo absoluto de f en [a; b]. 
Si m = M, entonces f es constante en [a; b]. Por un teorema anterior (pág. 199), 
la derivada de una constante es cero. 
Luego, vx e [a; b]: f(x) = 0, y la tesis se verifica para cualquier punto c interior 
Al intervalo. 
Si m = M, entonces uno de los dos valores es distinto de f(a). 


' Miguel Rolle (1652-1719), matemático francés a quien la teoría de ecuaciones debe impor- 
lantes contribuciones. 
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ІШ ——————————————————-IRRR 


Se presentan los tres casos siguientes. | 
1) Sies m + Қа) y M = f(a), como m es el mínimo absoluto de f en [a;b 
m < Қа). 


@5!а situación ambos extremos absolutos son también locales. Luego, es 
B y Г(с)=0. ; 


8 casos 1, 2 y 3 pueden sintetizarse en uno solo de la siguiente manera: 
M, entonces uno de ellos, por lo menos, es distinto de f(a) = f(b). Por lo tanto, 
dicho extremo absoluto en un punto c, interior al intervalo, y f(c) es, al mismo 
, extremo absoluto y local. Por un teorema anterior (pág. 243), f' (c) = 0. 


y 


| Қа) = (Ь)+—---——-—--—-—-— 
f(c) = m 


allar un punto c, correspondiente al teorema de Rolle, para f: x —^ x? — 3x? 


Por lo tanto, f alcanza el mínimo absoluto en un punto c, interior al intervalo. Ц 
go, f(c) es mínimo absoluto y también es mínimo local. Por un teorema ante 
(раа. 243), como f es derivable, es Р (с) = 0. : 


2) Si esM *(aà)-.y m = Қа), como M es el máximo absoluto, es M > 
Por un razonamiento análogo al anterior, f(c) = M es máximo absoluto y 
cal y f'(c) = 0. ; | 


---------1ЧМ 


хо ж 


(0-20 y {3) =0 


= 3x? — бх 

1) = 3x(x - 2) 

Resulta: (2) = O. Luego, en c = 2 es f(c) = 0 y además c e (0; 3). 

La derivada también se anula en c' = 0, pero c' no es interior al intervalo con- 
rado. i I i 


f(c) =М+——— 
Ца) = f(b) шог» 
2 | 
| | 
1 ! 
1 


фогота del valor medio del cálculo diferencial 


Si f es una función continua en el intervalo [ a: b] y tiene derivada finita en (а; b), 
bnces existe un punto c є (a; b) tal que: 


3) Si m + Қа) y también M + f(a), la función f alcanza el mínimo m en un] 
to c interior al intervalo y el máximo M en un punto c’, también interior al inte 
[a; b]. 


1(b) - Қа) 
р-а. 


f'(c) = 


у 
f(c') = M 
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Demostración 


Consideremos la recta r, determinada por los puntos [a; f(a)] y [b; f(b)]. Llame- 
mos también r a la función representada por la recta r. 
La ecuación de r es: 


f(b) — Ка) r(x) - f(a) 


b-a х-а 
Osea, Vx eR: r(x) = Ea x- m a + f(a). 
Sik = - A6) ау a + f(a), entonces la función lineal correspondiente es: 
I rx (b) = Ma) x + k. 
зш 
Luego, Vx: r' (x) = ea 


Determinemos una función auxiliar h = f — r. | 
La función h es derivable en (a; b) por ser la resta de dos funciones derivables, 
y h'(x) = £0) – r (x). ў | 
Por razones análogas, h es continua en [a; b] y, además, 
h(a) = Қа) – (а) = 0 y h(b) = f(b) - rb) = 0. P 
Por lo tanto, la función h cumple las condiciones exigidas por la hipótesis del teo- 
rema de Rolle, y entonces 3c є (a; b) /h'(c) = 0. 


Pero h'(c) = f'(c) - r'(c) = f'(c) - Ila = 


Luego, 3c e (a; b) / f' (c) = ta 


Gráficamente- puede observarse que la recta que une los-puntos [а; На) у 


[b; f(b)] es paralela a la recta tangente a la curva en [c;-f(c)]. En efecto, según el teo- 
rema demostrado, ambas tienen igual pendiente. 


Ejemplo 


Hallar un punto c, correspondiente al teorema del valor medio, para f:x — 2x? — 
—3х + 4 en el intervala fa; b] = [0; 2]. 


К) = 4 À f(2) = 6 
Vx:f'(x) = 4x- 3 


o —+ — — — — — — — — = 
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Mb) (a) X 2) – #0). 


f = 4c- 3. 
b-a EGET QU с. 
Luego, por el teorema indicado, 3c e (0; 2) (1810) = 4c - 3. ` 
Si reemplazamos valores y efectuamos operaciones: 
6-4 


Эл =4c-3 = 4c-3=1  c=1 


Por lo tanto, la tangente al gráfico en el punto (1; 3) es paralela a la recta que pa- 
ва por los puntos (0; 4) y (2; 6). 


Consecuencias del teorema del valor medio 


1. Sif es una función derivable en un intervalo 1, y en todos los puntos del intervalo la 
derivada de f es nula, entonces f es constante en 1. 


Demostración 
Consideremos un intervalo cualquiera [x,; x2] C l. 


La función f satisface la hipótesis del teorema del valor medio en [x,; х,]. 


f(x.) — f(x.) 


Luego, 3c € (х, ;x2) / Mc) =Ú— 
5 ои 


ixa) — fo) _ 
X2 Xç 


Como f'(c) = 0, resulta 0. 


f(x.) — 1(x,) 
X2 — Xy 


Pero = 0 => f(x,) = f(x;). 


Сото х, y х son dos puntos cualesquiera del intervalo |, Vx € 1: f(x) = f(x,) = 

(х) = К. 
257 lo tanto, se ha probado 
Vxel: (f(x) = 02 3keR/f(x) = k). 

2. Si dos funciones tienen la misma derivada en cada punto de un intervalo I, enton- 
ces dichas funciones difieren en una constante. 

Es decir, si f y g son derivables en un intervalo І, y vx e l: f'(x) = g'(x), entonces 
Jke R/ Vx el:f(x) — g(x) = k. 


Demostración 


Vxekf'(x) - g'(x) = (f— g)' (х) = O. 
Por la consecuencia anterior, 
3keR/Vxel:(f — g) (x) = k. 
O sea, Vx € l: f(x) — g(x) = k. 


Estas dos propiedades, demostradas como aplicación del teorema del valor me- 
dio, son de importancia fundamental en el cálculo. integral. 
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Teorema generalizado del valor medio (teorema de Cauchy)" 


Si f y g son funciones continuas en el intervalo cerrado [a; b], tienen derivada 
finita en el intervalo abierto (a; b) y vx e(a;b:g'(x) + 0, entonces 3c € (a; b) / 
f(b) – Қа) _ f'(c) 
g(b) – g(a) g'(c) ` 
Obsérvese que en la hipótesis no es necesario exigir g(b) — g(a) + 0, aunque 
esta expresión aparece en la tesis como un denominador. Si fuera g(b) = 9(a), el 
teorema de Rolle indica que en algún punto interior al intervalo se anula la derivada 
y esto contradice una de las condiciones de la hipótesis. 


Demostración 


Consideremos la función auxiliar 


р: x [f(b) — f(a)] g(x) - [g(b) — g(a)] f(x). 
Esta función es derivable en (a; b), pues es la resta de dos funciones derivables 
multiplicadas cada una por una constante. También es continua en [a; b] por el mis- 
mo razonamiento. 


Además, es p(a) = p(b), pues: 
ра) = f(b)g(a) — f(a)g(a) — g(b)f(a) + о(а)қа) = f(b)g(a) — 9(b)f(a), 
y p(b) = f(b)o(b) — f(a)g(b) — g(b)f(b) + g(a)f(b) = a(a)f(b) — f(a)g(b). 
Luego, la función p satisface las condiciones exigidas por el teorema de Rolle. 
Por lo tanto, 3c e (a; b)/p'(c) - 0. 
Derivando la función p, en el punto c resulta: 
р'(с) = [f(b) – Ка)]9'(с) — [g(b) – g(a)]f'íc) = o. 


Como g'(c) +0 y 9(0) — g(a) + 0, de la expresión anterior se deduee.!a te-., 


sis efectuando pasaje de términos: 
f(b) – а) _ f(c) 


g(b) – g(a) g' (c) 


Este teorema incluye el teorema del valor medio como caso particular si 4 
es la función idéntica, es decir, si Vx € [a;b] es g(x) = x. 


$ El teorema de Cauchy admite una interpretación geométrica similar a la del teore- 
ma del valor medio para curvas planas más generales definidas en forma paramétrica 
por dos ecuaciones х = g(t), y = f(t), donde es a < t = b. 


En el gráfico resulta el vector h'(c) paralelo al vector (ht )- h(a)), y ces un pun- 
to interior al intervalo paramétrico [a; b]. 

Para justificar la proposición anterior conviene recurrir a una función vectorial 
h = (g; f) y al vector tangente h' (c), pero en este texto no estudiaremos funciones 
vectoriales (Cálculo 2, pág. 137). 


` Agustin Cauchy (1789-1857), matemático francés. Dedicó especial atención a los fundamentos lógicos 
del análisis matemático. 
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EJERCICIOS 


1) Halíar.c, correspondiente al teorema de Rolle, para: 
Ex>3+2x-x? en[-2:4] охә- Ух(х- 7)? en [0;7] 


h: x х4 — 4x? + 10 en [0;4] tix—x3—3x2+ 1 en[-1;2 


2) Hallar c, correspondiente al teorema del valor medio, para: 


f: кус en[- 1;3] 9g:x— 8х3 — 6х2 + 9х en[1;4] 
KESA 
һ:хә УХ-1 en[1;3] tx» VR en [0; 1] 


IV. Funciones monótonas 


En el capítulo 5 (pág. 184) se han dado las definiciones de funciones monó- 
tonas en un conjunto. Veremos ahora cómo se pueden vincular esas definiciones 
Con el signo de la derivada, cuando las funciones que se consideran son funciones 
derivables. 

Si una función derivable es creciente en un intervalo 1, la derivada en cualquier 
punto del mismo es positiva o nula. 

En efecto, en cualquier punto del gráfico la recta tangente al mismo forma, 
con el eje positivo de abscisas, un ángulo agudo o nulo. Por lo tanto, la pendiente 
de la recta tangente, o tangente trigonométrica del ángulo mencionado, es un nú- 
mero no negativo. 

De la misma forma, si la función es decreciente, la recta tangente en cada punto 
del gráfico forma con el eje positivo de abscisas un ángulo obtuso o llano. Por lo tanto, 
la pendiente de la recta tangente corresponde a la tangente trigonométrica de un 


ángulo Bl < 8 < r, que es un número no positivo. 
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Si f es derivable en el intervalo I, y Vx € l: Р(х) > 0, entonces f es creciente en |. 
| f'(x) > 0, entonces f es estrictamente creciente en 1. 


Demostración 


Para probar que f es creciente en | debe probarse, para cualquier par de puntos 
X, y x; del intervalo: 


x, € X2 > f(x,) = f(x2). 


у x, < ху. Por el teorema del valor medio (pág. 247), aplicado en el intervalo 
X,;Xo]c E 


f(x) — 1(x2) 
X, — X2 


f creciente: f'(x) = tga=0 .g decreciente: g'(x) = tg 8-0 


Formalizaremos las consideraciones geométricas anteriores, demostrando los 
teoremas correspondientes. 


= f (xo) (x, € xo € X2). 

Por lo tanto, f(x,) — f(x2) = f (xo) (х, — x2) (1). 

Como habíamos elegido x, < Xz, es x, — X2 < 0. Luego, por la regla de los sig- 
nos, en el producto que aparece en el segundo miembro de la expresión (1), - 
si Р(хо) > O, entonces f(x) — f(x;) < 0. | 


Teorema 1 


Si una función es estrictamente creciente (o creciente) en un intervalo |, enton- 
сеѕ еп cada punto de dicho intervalo, donde f es derivable, la derivada es no negativa. 
O sea, f derivable y estrictamente creciente en | = Va є I: f(a) > 0. 
Osea, х, < X, = f(x) < f(x) y f es creciente en 1. 


Demostración Si (ҳо) > 0, entonces f(x.) — f(x?) < 0. 


Como f es estrictamente creciente en l: 
x<a= fx) < Қа) y х>а= f(x) > f(a). 
f(x) — Қа) о 
х-а š 
Por una propiedad de límites finitos (раа. 134): 
f(x) — f(a) 20 
х-а 


lim LL 


Osea,x, < x; = f(x) < f(x.) y f es estrictamente creciente en l. 


| Análogamente se prueba el siguiente teorema. 
Luego, en ambas situaciones: 


Teorema 


Sif es derivable en el intervalo І, y Vx € | es f'(x) < 0, entonces f es decreciente 
en 1. Si Р(х) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en |. 
Luego, Va: f' (a) > 0. 


Ejemplo 1 
Teorema 2 


Si f es una función estrictamente decreciente (o decreciente) en un intervalo, en- Indicar en qué partes del dominio la función f: x — x? es creciente. 
tonces en cada punto de dicho intervalo, donde f tiene derivada finita, la derivada es 
no positiva. 

La demostración es análoga a la anterior. 

f(x) = 3x? 

: Por lo-tanto, V-x* f'(x) 20. 
Luego, f es creciente en todo su dominio. 
Además, en este caso, f es estrictamente 
creciente en todo su dominio. 


En realidad, interesan fundamentalmente los teoremas recíprocos de los anterio- . 
res, que permiten, de acuerdo con el signo de la derivada primera en un intervalo, 
indicar si una función es creciente о decreciente en dicho intervalo. 

Así, si la derivada primera es positiva en un intervalo, se prueba que la función es 
estrictamente creciente en el mismo, y si es no negativa, que la función es creciente. 
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Ejemplo 2 


жы» „4 К 2 zt . n 
Indicar en qué partes del dominio la función f: x > x? + 3x 1 es estrictame i 
decreciente. 


у= х? + Зх? – 1 


Мх: Р(х) = 3х2 + 6x = 3x(x + 2. Luego, f(—2) 20 у #00) = 0. 
Resulta:f(x)< 0 si —2 < x < Q | 3 хос 
Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en el intervalo (-2:0): 


EJERCICIOS 


1) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son crecientes O 
decrecientes, de acuerdo con el signo de su primera derivada: 


f 3x?- оҳ + 5 h: x — 2x? + 9x? — 24x 

Dix 3х2 — 

g: x — 4x - x? rx 4x*(x — 1)? 
| 3x — 2 1000 


Шы егы кое Ss: 00059 


2) Idem para f: x— Y (4 — x)? (2x — 4) 
х2-х-1 
х2-х-1 


һ:х— x Y 5x — x? 


3) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estricta- | 


mente crecientes: 
h:x y x3 — 12x 


g:x 


fx x3 + 3x + 5 g: х x? (x — 3)? 


І 1 
2x - 3 : 
IIT icr cum 
4) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estrictamen- 


recientes: 
лэн 5—-(x-3)9 g:xox*-2x* h:x— (x + 1)? (x - 2)? 
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a, 31 
Д 2/5 : Сер б : 
Ep 2 т edo 2 C ORU шуы с 


Verificar que las siguientes funciones son estrictamente decrecientes en los inter- 
valos indicados: 


x (х – n – + 1)3 en (—1; 1) 
@'х—\/ 1—х? еп (0; 1) 
Мх - Vx en (0; 9) 


8 


OX —V O 
ев 


en (-3; –2) 


V. Criterios para determinar extremos locales 


Se ha repetido varias veces que no basta la anulación de la derivada de una fun- 
6lón en un punto interior a un conjunto para asegurar la existencia, en dicho punto, de 
Wn extremo local. Si se quieren hallar, entonces, los extremos locales de una función, 
dobe completarse la información mediante otros datos. 

Daremos a continuación varios criterios que permiten asegurar la existencia de 
un máximo o de un mínimo local. 


Criterio 1: Estudio de los valores de la función 


Si c es un punto interior al dominio de una función derivable f y f' (c) = 0, para 
saber si f(c) es un máximo local pueden considerarse los valores de f en un entorno 
de c y ver si satisfacen la definición. 

Es decir, si es posible determinar un entorno de c tal que, para cualquier punto x 
del entorno, el valor f(x) correspondiente es menor o igual que f(c), entonces f(c) es 
máximo local. 


La misma idea puede utilizarse para verificar la existencia de mínimo local. 
Ejemplo 


2 2 
Sea f: x > X t 1 . Utilizando el criterio anterior ubicar, si existen, máximos y 


mínimos locales. 
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E mostración авд 
f(x) = — f( = 0 л 1(-1) 20. юби 


Por teoremas anteriores (раа. 253): 
(х) > O en (c — 8; c] = f creciente en (c — $; с] (1) y 
(x) < 0 en [c; c + 8) = f decreciente en [c; c + 8) (2). 
Luego, por (1), Vx є (c — 8; с] es f(x) = f(c), 
y por (2), Vx e [c; с + 8) es f(c) > f(x). 
Por lo tanto, | 


Deseamos ver, ahora, si (1) 2 2 y f(- 1) = —2 son extremos locales de 1 
Observamos que, para cualquier x pesitivo y distinto de 1, es | 


ы | 
f(x) > 2, риев 2-*1-> 2 six>0 л х #1. 


En efecto, si x es positivo, es: 


2 УУ 
xil e х+1>2х = *+1-2x>0 e (x — 1)? > 0, expresión q 
Х Vx: (x € E(c, 8) = f(x) = f(c)) 

se verifica si x +1. y. de acuerdo con la definición, f(c) es máximo local. 
Por lo tanto, f(1) 2 2 es un mínimo local de f. 


: ; icti En forma análo iterio på ; д. 
De manera análoga, puede probarse, para cualquier х negativo y distinto de 1 ga se demuestra el criterio рага determinar un mínimo local, q 


dice: 


х? +1 : Sif es una función derivable, c es un punto interi domini н 
f(x) < —2,pues <-2six<0 л x El: : . р ior a su dominio donde se anula 
(х) р! x | у existe un entorno de c tal que para todo x en el semientorno a izquierda de € 08 
Por lo tanto, f(— 1) 2 —2es un máximo local de f. f'(x) negativa, y para todo x a derecha de c es f'(x) positiva, entonces t(c) es un f 


nimo local de f. 4 
Es decir, f(c) es un mínimo1ocal si la deriváda primera pasa de negativa a рё T 
liva cuando x pasa de izquierda a derecha del purito c. л 


En general, este criterio presenta dificultades de cálculo, pues exige consid 
rar los valores de una función en los infinitos puntos de un entorno y puede llev: 
a conclusiones falsas si se consideran solamente algunos valores de la función el 


puntos aislados del entorno. 
Ejemplo 


iterio 2: iaci igno de la derivada primera E | 2 
Criterio 2: Variación del sig р Hallar los extremos locales de f: x — x V x + 1, utilizando el criterio de la dere 


А Р me vada primera. 
Sifes una función derivable, c es un punto interior a su dominio donde se anulaf' р 


y existe un entorno де c tal que para todo х en el semientorno a izquierda de с esf'(x) 
positiva, y para todo x a derecha de c es f'(x) negativa, entonces f(c) es un máximo 
local de f. 

O sea, 
3E(c, 8) / Vx: Eo €(c-8;c) > (х) >20) a (x€ (c; c +ô) 2 t(x) < 0)] > 
- = f(c) máximo local. 


Se suele abreviar este criterio diciendo que si la derivada primera pasa de posi 
tiva a negativa cuando x pasa de izquierda a derecha del punto с, entonces f(c 


es máximo local. 


El dominio de f es D, = {х/х > – 1]. 
Calcularemos la derivada de f: 


vx (x>-1> f(x) = Vx+1 +=) 
(0 2/х+1 


, 3x +2 : бу: 2 
O sea, f'(x) = —— == si x» —1. Еѕ#(х) = 0 =-= 
2Ух+1 ерк. 

Luego, Ч- 5) = —2 x3 puede ser un extremo local. 
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Estudiaremos el signo de los valores de la función derivada f' en un entorno д Яо 
plo 


Hallar extremos locales de f: x > x3 + x? — x + 2, utilizando el criterio de la de- 


ада segunda. 


3x +2 J 
o todo x > -1 es f'(x) = X=, el signo de f'(x) depende d 
БИШЭЭ A 


signo del numerador, ya que el denominador siempre es positiva 


Luego, a izquierda, x < -2 > 3х+2<0 = f'(x) < 0, 
y a derecha, x > - = 3x + 2 > 0 = f'(x) > 0. 


De acuerdo con el criterio indicado, '(-5) es un mínimo local de f. 


Criterio 3: Signo de Ja derivada segunda Calcularemos la derivada de f. 


ү ? 5 ep За 2 == 
Si f es una función derivable, c es un punto interior а su dominio donde se ànula Resulta: Vx: f'(x) a 1: 
f’ y existe f'' (c) < O, entonces f(c) es un máximo local de f. ta dervad | ЭЕ m 
Obsérvese que este criterio difiere fundamentalmente de los anteriores, pues a derivada se anula рага х; = —1 у рага х› = = 


3 
solamente debe investigarse el signo de la derivada segunda en un punto y no exige 


SU consideración en un entorno. Buscaremos ahora la derivada segunda de f: 


Yx: f'(x) = 6x + 2. 


Demostración De acuerdo con el criterio de la derivada segunda, hay que determinar su signo 


en los puntos donde se anula f'. 


хү f Resulta f"(— 1) = —4 < 0, y, por lo tanto,f( — 1) = 3 es un máximo local de f. 
Sea f" (с) = іт, fÜ) — f (9). <o, m Si (л 
X—C 1 1 49 226 
(С) = 4>0 y (5) = — es un mínimo local. 
Por una propiedad del límite finito (pág. 134), 3 3 27 
f'(x) - f' (c) ) 
3E'(c) / Vx: € E'(c —————- « 0]. 
S (х аата EJERCICIOS 

Comof'(c) = 0, es LM « 0. 1) Hallar, si existen, extremos locales de las siguientes funciones utilizando el criterio 


1, que estudia los valores de la función: 


22362 
1--х4 


Para que este cociente sea negativo, numerador y denominador deben tener 
signos opuestos, o sea, tx g: х э x? — Зх — 10 h:x— 5x – 4 
a izquierda de c: x — c < 0 2 f'(x) > 0, y 

2) Hallar extremos locales, si existen, aplicando el criterio 2, que estudia el signo de 
a derecha de c:x - c > 0 = Р(х) < 0. la derivada primera en un entorno: 

Por el criterio de la derivada primera, f(c) es máximo local. 

En las mismas condiciones, si f'' (с) > O, puede probarse que f(c) es mínimo local. 

Este criterio es cómodo si la derivada segunda es fácil de calcular, pues, como - 
se ha dicho, sólo exige conocer su signo en un punto. No puede utilizarse si la función 
elegida no tiene derivada segunda en el punto, y presenta inconvenientes si la segun- 
da derivada es difícil de hallar. Además, no proporciona ninguna información si la 


derivada segunda existe pero es nula en el punto considerado. 


f: x— х4 — 4x3 + 4х2 hix>x?-3x? +6 A 
x 


3) Hallar extremos locales aplicando el criterio de la derivada segunda: 


1 
e cm d тусуи t үүлс CAR IAN. 
fx—x?(x-1) hix>(x- 1) (х – 3) rx е 
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1 e 3 
s:x— (x - 2)* (x + 1)? px 5x* - — n: x — x^ — 4x? + 10 


2 : E, 31 
t x 10x3(x – 1)? i mo — m:x> 7 булаг 


А ын 2 
g:x— 2x? + 3x? - 12x +5 uix xt- 4х3 + 5 vix — 3x* - 24x? +4 


VI. Extremos absolutos 


En la mayaría de los problemas de matemática aplicada no interesa hallar los e 
tremos locales sino los extremos absolutos que alcanza una función en su кеша 
en algún intervalo, determinado, generalmente, por las condiciones del pro ) Ж . 

Ahora bien, si el máximo о el mínimo absolutos corresponden a una función is 
vable y la función alcanza dichos valores en puntos interiores al je Ee 
rado, entonces los extremos absolutos serán, al mismo tiempo, extremos ocales. 

En ese caso bastará ubicar los extremos locales mediante el criterio más convi 
niente y luego determinar cuáles de ellos son, a la vez, extremos absolutos. 


Ejemplo 


Hallar, si existen, máximo-y- mínimo absolutos para: 
Ехэ 3х4 - 4x3 - 12x? + 3. 


Ух: Р(х) = 12x3 — 12x? - 24x = 12x(x? - x - 2). 


Buscaremos ahora los puntos donde se anula la derivada anterior. 

Resulta f'(x)=0 si .x,=0, Х,--1, хз=2. | " 

Para determinar si en algunos de los puntos anteriores la función f alcanza un 
extremo local, utilizaremos el criterio de la derivada segunda: 


Ух: Р(х) = 36x? — 24x — 24. 


Hallaremos el signo de f'' en cada uno de los tres puntos seleccionados: 
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)enx,= O:f"(Q =-24<0= f(0) = 3 es máximo local; 
| enxo=-t:f(-1)= 36>0> f(-1) = — 2 es mínimo local; 
)епх,= 2:f"(2) = 72202 (2) = -29 es mínimo local. 


Ahora bien;-la función f alcanza mínimo absoluto en el punto 2, y f(2) = -29 
05 el mínimo absoluto de f. En cambio, f no tiene máximo absoluto, pues lím, f(x) = + x 
y los valores de f superan a cualquier nümero real. 

Si se quieren hallar los extremos absolutos de f en un conjunto acotado, deben 
Investigarse especialmente los valores que alcanza la función en los extremos de ese 
conjunto, pertenezcan o no al mismo. 

Por ejemplo, si se considera la función f sobre el intervalo [0; 2], f(0)-3 es el 
máximo absoluto y f(2)2—29 ез el mínimo absoluto. 

En el intervalo (0; 2), en cambio, la función no tiene ni máximo ni mínimo abso- 
lutos. 


Puntos críticos 


Como se ha indicado en el ejemplo anterior, al buscar los extremos absolutos 
de una función definida sobre un conjunto acotado, deben considerarse especial- 
mente los valores que alcanza la función en los extremos del mismo. 

Además, si la función que se investiga no es derivable en algün punto, hay que 
tener en cuenta el valor de la función en dicho punto. La función f: x > |x|, por ejem- 
plo, no es derivable en el origen y alcanza mínimo local y absoluto en dicho punto. 

Por ello, al buscar los extremos absolutos de una función es importante conside- 
rar especialmente los puntos de los distintos tipos mencionados, que son puntos cla- 
ves en la investigación que se efectúa. Los llamaremos puntos críticos de la función, 
y daremos la siguiente definición. 


Definición 


Si f es una función continua, definida sobre un intervalo (abierto o cerrado), el 
punto c es un punto crítico de t en dicho intervalo si se cumple una de las siguientes 
condiciones: 

1) c es interior al intervalo y f' existe y es nula en c; 
2) c es interior al intervalo y f no es derivable en с (no hay derivada finita) 
3) c es uno de los extremos del intervalo. 

Como ya se ha dicho, el problema de encontrar los extremos absolutos de una 

función continua en un intervalo, se simplifica si se buscan primero los puntos críticos _ 


, 


.de la función en dicho intervalo. 


Ejemplo 1 
Encontrar, si existen, los extremos absolutos de f: x > Y ax (x — 1)? en el inter- 


valo cerrado [= =: 2| 
Para encontrar los puntos críticos de f en [> > 2] calcularemos primero f': 
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1 

six— оре + 1)? p:x— 5x? — n:x— xt- 4x? + 10 
2 1 хэр E 31 

tx 10х3(х - 1)? бїх-эх?- xr S Е 


g:x > 2х3 + 3x? – 12x +5 uix x*- 4х3 - 5 vix — 3x* - 24x? +4 


VI. Extremos absolutos 


En la mayoría de los problemas de matemática aplicada no interesa hallar los ех- 
tremos locales sino los extremos absolutos que alcanza una función еп su dominio О 
en algún intervalo, determinado, generalmente, por las condiciones del problema 

Ahora bien, si el máximo o el mínimo absolutos corresponden a una función deri- 
vable y la función alcanza dichos valores en puntos interiores al conjunto conside- 
rado, entonces los extremos absolutos serán, al mismo tiempo, extremos locales. 

En ese caso bastará ubicar los extremos locales mediante el criterio más conve- 
niente y luego determinar cuáles de ellos son, a la vez, extremos absolutos. 


, 


Ejemplo 


Hallar, si existen, máximo y mínimo absolutos para: 


f. x — 3x* - 4х3 - 12x* - 3. 


y 
3 
-11) 2 Х 
i — 
-3111 
і 
1 
I 
I 
I 
| 
| 
I 
I 
1 
-29 


Ух: Р(х) = 12x32 - 12x? - 24x = 12x(x? - x - 2). 


Buscaremos ahora los puntos donde se anula la derivada anterior. 

Resulta Р(х) =0 si х,-0, х,--1, x4-2. 

Para determinar si en algunos de los puntos anteriores la función f alcanza un 
extremo local, utilizaremos el criterio de la derivada segunda: 


Yx: f'(x) = 36x? - 24x 24. 


Hallaremos el signo de f'' en cada uno de los tres puntos seleccionados 
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1) enx, = 0:f"(0) = -24«0 = (0) = З es máximo local: 
2) enx, Uf'(-1)-2 362025 f(-1) = - 2 es mínimo local: 
3) en x, 2:f'(2) = 72>0= (2) = 29 es mínimo local. 
Ahora bien, la función f alcanza mínimo absoluto en el punto 2, y (2) = 29 


65 el mínimo absoluto de f. En cambio, f no tiene máximo absoluto, pues lim f(x) = + х 
y los valores de f superan a cualquier nümero real. 

Si se quieren hallar los extremos absolutos de f en un conjunto acotado, deben 
Invesicarse especialmente los valores que alcanza la función en los extremos de ese 
conjunto, pertenezcan o no al mismo. 

Por ejemplo, si se considera la función f sobre el intervalo [0:2], f(0)=3 esel 
máximo absoluto у f(2)=--29 es el mínimo absoluto. 


En el intervalo (0; 2), en cambio, la función no tiene ni máximo ni minimo abso- 
lutos 


Puntos críticos 


Como se ha indicado en el ejemplo anterior, al buscar los extremos absolutos 
de una función definida sobre un conjunto acotado, deben considerarse especial 
monte los valores que alcanza la función en los extremos del mismo. 

Además, si la función que se investiga no es derivable en algün punto, hay que 
lener en cuenta el valor de la función en dicho punto. La función f: х > |x|, por ejem- 
plo, no es derivable en el origen y alcanza mínimo local y absoluto en dicho punto 

Por ello, al buscar los extremos absolutos de una función es importante conside- 
гаг especialmente los puntos de los distintos tipos mencionados, que son puntos cla- 


vos en la investigación que se efectúa. Los llamaremos puntos críticos de la función. 
y daremos la siguiente definición. 


Definición 


8i f es una función continua, definida sobre un intervalo (abierto o cerrado), el 


punto c es un punto crítico de f en dicho intervalo si se cumple una de las siguientes 
condiciones: 


1) сөз interior al intervalo y f' existe y es nula en c; 


2) € es interior al intervalo y f no es derivable en c (no hay derivada finita); 
3) с es uno de los extremos del intervalo. 


Como ya se ha dicho, el problema de encontrar los extremos absolutos de una 


función continua en un intervalo, se simplifica si se buscan primero los puntos críticos 
de la función en dicho intervalo. 


Ejemplo 1 


qum 2 : 
Encontrar, si existen, los extremos absolutos def: x + V 4х (x 1)? en el inter 


valo corrado | ! o 
2 


: 1 
Para encontrar los puntos críticos de f en [ 5 Р 2] calcularemos primero f' 


961 


i ean 
La derivada anterior no existe en el punto Oys 


Vx +0: f'(x) = 


LE 


3 vV 16x? 


1/2) 


Por lo tanto, los puntos críticos de f son: 


tipo 1:x, = 1 


y X2 = су. 


1 


4(7x° = 8x t 1) 


1 
ula en los puntos 1 y y» 


donde se anula Ё; 


ipo 2: X, = 0 dor de ое ste hay de ada in a). 
3 ( У 
t ‚ X ut 


1 
tipo: à = -5 


pr ee JE es un máximo local y (1) = 0 es 
Puede probarse que (9) do 5 | 


un mínimo local. 


1 
- =; 2] 
[ : 2| El valor (2) = 2 es el máximo absoluto de f en| 5 
-z*| 


Ejemplo 2 


2 


que son los extremos del intervalo. 


I intervalo 
TAS 9: 3⁄2 es el minimo absoluto de f en e 
Además, f ( 5 3) RS 4 


i existen: 
Hallar extremos absolutos y locales de fs 


а) en su dominio, 
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b) en (0:2), 


c) en [- 3.4], 


sif:x Ix? — 4i - 1. 


8) El dominio de f es R y los puntos críticos son: 
tipo 1) 0, pues f'(0) = 0; 


tipo 2) 2у-2, pues en ellos f no es derivable; 


lipo 3) como el dominio no está acotado, buscamos lim 


Este límite asegura que f no tiene 
Observemos que 


+a f(x) = lim, f(x) = 
máximo absoluto en R. 


X° -5 8 х. 2 
x X^ 13 si 2-x-2 


X* 5 si х-2 


(х) < Osix- 2) ^ (f'(X) -0 2<x<0) > (- 2) mínimo local. 
paa Osi0<x<2)A ((0) > 0six > 2 


= 12) mínimo local. 
^- (0) m 5. 0 = 10) máximo local. 
Puede verificarse además que f( 2) = (2) = те; mínimo absoluto 


b) En (0;2) f no tiene extremos absolutos ni locales. 
c) En [- 3; 4] (2) = f(- 2) = 


= — 1 mínimo local y absoluto, f(0) máximo local, y 
máximo absoluto. 


Ejemplo 3 


Averiguar cuál es el terr 


eno rectangular de Mayor área que se puede rodear 
con 100 metros de alambre. 


La primera parte del 
en lenguaje matemático. 

Llamemos х a un lag 
lado es 50 - x. 


problema consiste en expresar las condiciones anteriores 


O cualquiera del rectángulo. Si el perímetro es 100, el otro 
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KI AGA чег сыа туму VOTO мама ум! 1а VAK VONT CWYN e. 
(x) = x(50 - x). 


Para hallar el nümero x, que da el área máxima de un rectángulo en 
condiciones requeridas, debemos considerar la función escalar que a cada 
x le asigna como imagen el área del rectángulo correspondiente, 

Es decir, la función a: x — 50 x ~ х2, 


El dominio de la función a está condicionado por la indole del problema y ee 3 


ser Vx:0 < x < 50. 


! 18 baño del rectángulo es 2х, su altura está dada por el valor de la ordenada 
pondiente 


8 
к ¿baso = 2x, altura е, 
mi ñ del rectángulo pedido es а(х) = 2X. хн 
і Х + 
16х 

| Өвсаіаг correspondiente es a: x > a 
DM Е = + 
(2 E 
E. 


lo, de acuerdo con la indole geométrica del problema, es el conjunto de los 
8 reales positivos 


Calcularemos ahora la derivada de la función a: 
Vx:a'(x) = 50 ~ 2x. 


. Los puntos críticos de la función a son 0 y 50 como extremos del dominio @! a 
blecido, y el punto 25 donde se anula la derivada а”. 


Calculamos ahora la derivada segunda de la función a: 
Ух:а”'(х) = - 

Luego, a (25) = 625 ез un máximo local. Se comprueba fácilmente quee 
bién el máximo absoluto de a. 


Si interpretamos el resultado anterior en el problema planteado, resulta | 
rectángulo de mayor área y perímetro 100 es el cuadrado de lado 25, 


6aleulamos la derivada de la función a, 


) 64 - 16x? 
Ejemplo 4 Vxesa (x) = 0х2 + 4)2` 
Hallar el rectángulo de mayor área соп base en el eje de abscisas у El punto x, ~ 2 es un punto crítico de la función, pues es interior al dominio 
opuestos en puntos de la curva de ecuación y = E ‚ае acuerdo con el ө'т\їпайо y además es f'(2) = 0. 


dibui Bl onloulamos la derivada segunda de la función a, resulta: 
ujo: 


ы, _ 32х(х2 – 12) 
Е ес S 


En el punto 2, es a” (2) = 


= 1 < 0. Por lo tanto, а(2) es un máximo local de la 
luneión Aroa 
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Puede comprobarse fácilmente que a(2) es también el máximo absoluto de 


ión a. | СА А d 
He но el rectángulo de mayor área, en las condiciones pedidas, que corres 


ponde al valor x = 2. es el de base 4 y altura k 


, Ejemplo 5 


Hallar el cono de mayor superficie lateral que puede inscribirse en un CONO 


radio t y altura 3, de acuerdo con la figura siguiente: 


Por lo tanto, los puntos 0 y 1 son puntos críticos de la función, ya que son-los ex- 
Iremos del dominio determinado. : 


Para buscar los demás puntos críticos calculamos la derivada de la función a. 
Obtenemos: š 


z (20x? — 27x + 9) 
10х2 – 18x +9 


a'(x) = 


: , 3 3 : : 
La derivada a' se anula en los puntos x, — 2 у X= LE ambos interiores al 
Intervalo (0; 1). 
Puede verificarse, mediante uno cualquiera de los criterios estudiados, que el 


Utilizando la fórmula que da la superficie lateral de un cono, el área corres 


diente al cono inscripto es 


а(х) = тх. g(x), valor a (5) es ип mínimo local у el valor a (5) es ип máximo local. 


donde la generatriz es Sin embargo, como la función área considerada es continua en el intervalo abier- 
lo (0; 1), no alcanza necesariamente extremos absolutos en dicho conjunto. 
En este caso no tiene ni máximo ni mínimo absolutos, pues ambos corresponden 


8 los extremos del intervalo abierto. 


go) = Vx? + [n007. 


Para calcular h(x) podemos comparar los triángulos semejantes 


AB AB' El problema planteado, por lo tanto, no tiene solución. 
ABC y AB'C', donde -Be ^ вс Nótese que, al encarar un problema de este tipo, es necesario un análisis exhaus- 


i llvo de las condiciones planteadas y de la función obtenida para resolverlo. Si se re- 
Reemplazando valores en la igualdad anterior, resulta: huolve mecánicamente el problema considerando solamente los puntos del dominio 
fonde se anula la derivada primera, pueden obtenerse conclusiones erróneas. 


3 - h(x) = э 3 hb) = хэ h(x) = 3(1-x). 
Х AAA kasi, 
Por lo tanto, gl) = У х2 + 9(1 — х)? = VE мн 
Vx > 0esa(x) = rx Ox? — 18x + 9. 1) Hallar los puntos críticos de cada una de las funciones siguientes y clasificarlos: 
Luego, x ) > . 4 


El área, entonces, depende exclusivamente de х, 
rior puede anotarse la función escalar correspondiente: 


= | 9:х — X? + 2x en[-3;4] s: x — |x- 1| + |x + 1| 
a x o ax V 10х2- 18x + 9. 


De acuerdo con los datos del problema y el significado geométrico cd ACTOR 20 RET E 
variable x, e! dominio de la función área determinada es el intervalo abierto m M EU 


f: x — |x + 4| en[-6; – 1] t x —2|x| - x?en[-1: 1] 


n:x => [х2 — 3] + |2x — 8| - 1 r: x — 2 - |x? + 2x - 15] 
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2) Hallar extremos absolutos, si existen. de las funciones consideradas en los ej 
cicios de la sección V (pág. 259). 


3) Extremos absolutos, si existen, de 


f: x -=--> еп(-1:1) g: x ЭЛЧ и еп (—1; 1) 
rx >+- x en[1;9] h: x AA en [- 1; 4] 
px == 3 en [-1; 1] q:x —^x3-2x + 1 en.(0; 3] 
v: x — x? — |х| en[-1;2) шх-эх3-352-5 enR 

s:x —>|x - 3] en (0,4) = - mix x4 — 4х3 +.40 -en[-1,4 
tx — x? — 2х2 en[-1;3) nx — 25 — х2. еп(-1:5 
ёх — x? — 6x? + 12х еп(—1;3] w: x > x? + 3x? + 3x + 3en[-2; 


4) Area máxima de un triángulo isósceles de perímetro 12. 


5) ¿Cuál es el cilindro recto de mayor volumen que puede inscribirse en un со 
recto de radio 6 y altura 24? 
6) Dividir el número 100 en dos partes cuya suma de cubos sea mínima. 


7) Rectángulo de menor perímetro y área 100. 


8) ¿Cuál es el triángulo isósceles de mayor área que puede inscribirse en un cír 
lo de radio unidad? 


9) ¿Cuál es el cilindro de volumen 1 y superficie total mínima? 


10) En un triángulo isósceles de base 6 y altura 10 se inscribe otro triángulo isó 
les de modo que las bases de ambos triángulos son paralelas y el vértice del 
gundo está en el punto medio de la base del primero. Se busca el de área máxi 

11) Se quiere alambrar con 200 m de alambre un campo rectangular adyacente a 
muro. Hallar el de mayor área. | 

12) Hallar el rectángulo de área máxima inscripto en un triángulo isósceles de ba 
y altura 6, de acuerdo con el gráfico adjunto. 
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) Un rectángulo de perímetro 12 
lindro. De todos los rectán 
lumen? 


gira sobre uno de sus lados para engendrar un ci- 
gulos posibles, ¿cuál genera el cilindro de mayor vo- 


== 


h(x) 


ааа ае 22 C. Separar cuatro cuadrados de sus vértices y determi- 
de la caja de v i 
E esde j olumen máximo y base cuadrada que se pue- 


7) Cilindro de mayor volumen y área total 300. 
0) ¿Cuál es el cono de mayo volumen que n 
r vol alh i 
© Каш у ын q г engendra «! hacer girar alrededor de 


de radio 42 men que puede circunscribirse a una esfera 


Una i 
) ed ч шан a MO соп un semicírculo encima cuyo diá- 
Ч, el rectángulo. Si el perímetro | 
gt i E : otal de 
hallar las dimensiones para que su área sea máxima. ши 


81) De to os cili 
) dos los cilindros rectos que se pueden inscribir en un cono circular recto 
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demostrar que la altura del cilindro de volumen máximo es un tercio de la altu 
del cono. 


22) Un triángulo isósceles tiene perímetro 2 p y se lo hace girar alrédedor de su base; 
¿Qué lado tiene el triángulo que engendra el cuerpo de volumen máximo? 


23) Idem si el triángulo gira alrededor de la altura de la base. 


24) ¿Cuál es el cilindro de volumen máximo que puede inscribirse en una esfera d 
radio a? É | 
25) ¿Cuál es el rectángulo de perímetro máximo que puede inscribirse en una semi- 
circunferencia de radio a? 


26) El perímetro de un sector circular es 2 p. (Сиа! es el radio del círculo si el sector 
tiene área máxima? 


27) El perímetro de un cuadrado y la longitud de una circunferencia de radio a suman 
2 p. ¿En qué condiciones la suma del área del cuadrado más el área del círculo 
es mínima? 


28) Se desea construir la letra Y con las siguientes dimensiones: 
12 


¿Cuál es la longitud del segmento vertical para que la suma de las 3 longitudes 
sea minima? : 


aw 


VII. Puntos de inflexión 
Así como el signo de la derivada primera de una función está vinculado con el 


crecimiento o decrecimiento de la misma, el signo de la derivada segunda está vincu“ 
lado con la concavidad del gráfico correspondiente. 
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ncavidad de una curva 


La curva correspondiente a una función derivable f es “cóncava hacia arriba” o 
he concavidad positiva en el punto [a; f(a)] si y sólo si existe un entorno reducido 
| punto a, donde la curva está por encima de la recta tangente a la misma en dicho 


unto. (La concavidad de la curva está dirigida hacia el sentido positivo del eje de or- 
nadas.) 


De acuerdo con consideraciones anteriores (pág. 217), la ecuación de la recta 
tangente en el punto [a; f(a)] es: 


t(x) = fía) + f'(a) (x — a) 

Consideremos una función auxiliar g = f — t. 

Resulta g(x) = f(x) — t(x) = f(x) — [f(a) + f'(a) (x — a)]. 

El valor g(x) es la diferencia entre la ordenada de la curva y la ordenada de la 
recta t para un punto cualquiera x del dominio de f. 

Por lo tanto, la curva es cóncava hacia arriba en el punto [a; f(a)] si y sólo si exis- 
te un entorno reducido del punto a tal que, para todo punto x de dicho entorno, el valor 
0(х) es positivo. 

En efecto, si g(x) es positivo, la ordenada de la curva es mayor que la ordenada 
de la recta tangente, y la curva, en cada punto x del entorno, está por encima de la 
recta tangente. Se cumple también la implicación recíproca. 

Análogamente, la curva de una función derivable f es “cóncava hacia abajo” o 
liene concavidad negativa en el punto Га: На) | si y sólo si existe un entorno reducido 
del punto a, donde la curva está por debajo de la recta tangente a la misma en dicho 
punto. En este caso la concavidad de la curva está dirigida hacia el sentido negativo 
del eje y. 
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En este caso, 3E' (a, $) / Vx:(x eE'(a, 8) > g(x) = f(x) - t(x) < 0). 
Segun indicaciones anteriores, el signo de la derivada segunda permite determ 
nar el sentido de la concavidad de una curva, de acuerdo con el siguiente teorem 


D 


Teorema 


Si una función f tiene derivada segunda positiva en un punto a y existe f' finita en 
un entorno de a, entonces el gráfico de f es cóncavo hacia arriba en el punto [a; f(a)]. 


Demostración 


Consideremos nuevamente la función 4, que indica la diferencia entre la ordena- 
da de la curva y la ordenada de la tangente en [a; f(a)] para un punto x del entorno de 
centro а y radio ô, donde existe f’. 

Es g(x) = f(x) - [f(a) + f'(a) (x — a)] (pág. 271) 
y también g(x) [f(x) — f(8)] —f (a)-(x – a) (1). 


Si se aplica el teorema del valor medio (pág. 247) al intervalo entre a y x, es po- 
sible encontrar un punto c entre a y x / f(x) - Қа) = f'(c) (x — a). 
Reemplazando en la expresión (1) resulta: 
g(x) = f(c) (x – а) - f'(a) (x – a) = [f'(c) - f'(a)] (x — a) (2), 
para c entre a y x. 
Ahora bien, por hipótesis, f'' (a) es positiva, es decir 
f'(a) 


f" (a) = Im 26) 


> 0. 


Por una propiedad de los límites finitos (pág. 134), 


3E (a, 5) / Vx:(x € E (а, 8) > те > о). 


Para que este cociente de incrementos sea positivo, numerador y denominador 


tienen el mismo signo. 

Es decir, (x > a = f'(x) > F(a)) л (x <a = f'(x) < Р(а)). 

Supongamos 8 < ë'. Si x pertenece al entorno reducido del punto a de radio 5, 
también el punto с pertenece a dicho entorno y se verifica: 
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(x>a = f(x) >f'(a) > {'(с) > f (a)) 
(х<а = Р(х) < (а) = f'(c) < f' (a)). 
Por lo tanto, los dos factores de la expresión (2) tienen el mismo signo. 
Es decir, Vx:(x eE'(a, 8) = g(x) > ), y el gráfico de f es cóncavo hacia arriba 
6l punto [a; f(a)]. 
De la misma forma se demuestra, si f'' (a) es negativa, que el gráfico de f es cón- 
Vo hacia abajo en el punto Га: f(a)]. 


En resumen, 

f" positiva = gráfico de f cóncavo hacia el eje y positivo. 

f" negativa — gráfico de f cóncavo hacia el eje y negativo. 
EI criterio para verificar la existencia de extremos locales utilizando la derivada 
unda (pág. 258) es un caso particular de la propiedad que se acaba de demostrar. 
En efecto, f'(a -0 л Ра) > 0 = f(a) mínimo local, ya que la tangente es 
rizontal y la curva es cóncava hacia arriba. . 
Análogamente, Р(а) = 0 л Ра) «0 = Қа) máximo local, ya que la 
ingente es horizontal y la curva es-eóncava hacia abajo. 


Ejemplo 


Seaf: x — 2x* — 3х2 + 5. Estudiar la concavidad del gráfico correspondiente. 
Derivamos f y luego f’ para hallar Г”: 


f(x) = 8х3 — 6x = f(x) = 24х2 – 6. 
El signo de la derivada segunda determina el sentido de la concavidad. 
Buscamos los valores de x para los cuales es Р(х) > 0. | 
24x?-6>0 si > 1. 


О ѕеа, 24x2-6>0 si bi» 5 


: 1 1 
” > > — A 
Luego Р(х) > 0 six Б х < 5 


Por lo tanto, el gráfico de la función 1 es cóncavo hacia arriba en el conjunto 


1 1 
A = Бу < – — 5. 
b^ EN >) 


Análogamente, f''(x) < 0 si |х| e Luego, el gráfico es cóncavo hacia abajo 


en el conjunto В = fx /= 2 <x< ib 


273 


plo 


Hallar, si existen, puntos de inflexión en el gráfico de f: x — — 2 
x? + 
Para completar el gráfico de f vemos que la intersección con el eje de ordena: 
es el punto (0; 5). Por otra parte, la ecuación bicuadrada 2x^ — 3x? + 5 = Onoti 
raíces reales y el gráfico no corta al eje de abscisas. : 
Además la derivada primera f' se anula en tres puntos: x, = 0, X2 = Si buscamos, la derivada: 
v3 —24x 
Xa r Vxesf'(xX) = ——— 
y 3 2 (0 (х2 + 4)? 
Puede verificarse дие f(0) = 5 ез máximo local y que Calculemos ahora la derivada segunda de f. Resulta, para todo x: 
| | өрд _ —24(x? + 4)? + 96x?(x? + 4) —24(x? + 4) + 96x? 
f (`) =f Ё УЗ) = 31 es mínimo local y absolut Р(х) = Karu TUE Dec ap те x 
2 2 8 
_ 24(3x?- 4) 
(x? + 4)? 
Punto de inflexión 
Me М) = 0 si l=4 
El punto (а: f(a)] del gráfico de una función derivable f es un punto de inflexión 3 А 
y sólo si en el mismo la curva cambia el sentido de su concavidad. Por lo tanto, la derivada segunda se anula en los puntos x, = 243 
, 1 = — 


23 
x, = ——— 
3 
_ Luego, los puntos [х,; f(x,)] y [x;; f(x2)] pueden ser puntos de inflexión. Para 
verificarlo debe estudiarse la concavidad del gráfico en algún entorno de cada uno de 
ellos. 
Veamos qué sucede en el punto [х,; f(x,)]. 


ыг 
(о<х< 2Y3 э мо) <0) х (х> 2x3 ә t) » 0). 


Por lo tanto, [ : 3 5 (XS) Jes un punto de infiexión. 


Si, por ejemplo, existe Е(а, 3) tal que el gráfico de f es cóncavo hacia abajo e 


(a — 8; a) y cóncavo hacia arriba en (a; a + 6) (fig. 1), entonces el punto [а; t(a)) V3 = 
de inflexión. De acuerdo con la definición de concavidad en ambos semientornos, | Análogamente, puede demostrarse que | – 2v 3. f (- Аы ) еѕ ого 
tangente al gráfico atraviesa al mismo en dicho punto. | \ 3 3 


punto- de inflexión. 


Según propiedades anteriores, si Р'(а) = 0, y existe:un entorno de a tal que : 
Luego, el gráfica de f presenta dos puntos de inflexión: 


es positiva en (a — ô; a) y negativa en (a; a + ô) (o reciprocamente), el punto consider 
do es de inflexión. 
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2/3. 2/3. 9 Para encontrar, entonces, los puntos de inflexión de un gráfico, interesa conside- 
( ) (5 E) especialmente los puntos donde se anula f'', si ésta existe, pero también hay que 


3 '4 3 '4 
| | r en cuenta los puntos del dominio donde no existe f''. 
Obsérvese que la condición de ser nula la derivada segunda es necesaria Condiciones suficientes para la existencia de punto de inflexión se verán en el 
no suficiente para la existencia de un punto de inflexión. ltulo siguiente, como aplicación de la fórmula de Taylor. 


Por ejemplo, sea f: x — х. 


ERCICIOS 


) Indicar en qué partes del dominio los gráficos de las siguientes funciones son cón- 

cavos hacia arriba: 

0: x A: r: x ъа һ:х NOSE ды, 
3x +5 х2-1 x3+ 1 

9) Indicar en qué partes del dominio los gráficos de las siguientes funciones son 

cóncavos hacia abajo: 


f: x= 31% 


2 
Ex — x(x + 2) g:x — 2х3 + x h:x = — 
х +1 
(х) = 4x? 2 f'(x) = 122. пх xx + 5) m: x — (x - 3) (x + 2)? 
TE 5:х — x(x? — 4) nx —2V/ x2 + 1 – х2 


En este caso, f'” se anula en el origen y allí no hay inflexión. Puede probar! 
fácilmente que la función tiene mínimo local y absoluto en el origen. 
También debe tenerse en cuenta que puede haber inflexión en un punto don 
no existe f''. 


3) Puntos de inflexión en el gráfico de cada una de las siguientes funciones: 


: 5 Я 1 
Рог ejemplo, consideremos Іа función f:x—x My +1. шоог Ех O 
La función dada es f / Vx: f(x) = x9? + 1. 
Calculemos f' y f''. сусу кы: Е out - 
5 i 10 Чы е со 1 m: x — (х — 1)%(x — 2) 
Resulta Vx: Р(х) = = х2 > Vx + 0: f(x) = Е ? 
3. 9 Ух. һ:х > et) p:x > (x + 3? (x — 4) 
rx = 3° +1 u: x — x 3(x + 2) 
E S: x (x + 1)*(x-3) | wx=>x*-4x3+5 


4) Intervalos de concavidad positiva o negativa: 
4 
a) Е x3 – 18х2 + 40x- 5 b) бст тан с) f: x — x? + cos х 
x 


1 
5) Ех-эх2--- 
) 6x3 


a) punto de inflexión; b) ecuación de la recta tangente a la curva en dicho punto. 


La derivada segunda no existe en el origen, pero es positiva a derecha del mi 
mo y negativa a izquierda. 
Además, como f es derivable en el origen, hay recta tangente y la curva es có 
cava hacia arriba a derecha del origen y cóncava hacia abajo a la izquierda. Por | 
tanto, el punto (0: 1) es punto de inflexión. 


VIII. Límites indeterminados. Regla de L'Hópital _ 


Para calcular el límite de un cociente se ha demostrado en el capítulo 3 (pág. 139) 
la propiedad correspondiente: 
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109 _ Їйл) 


g(x)  lim,g(x) 
si se cumple la condición de que el límite del divisor no es cero. 

Al considerar límites infinitos puede observarse que son equivalentes las sigui 
tes expresiones: 


lím, 


: Ё 1 

їт,00) -0 y lime d = 0, 
y puede probarse también que si el divisor tiene límite nulo y el dividendo tiene Їїт 
finito no nulo, entonces el límite del cociente es infinito. 

— Por lo tanto, queda por resolver un caso que aparece frecuentemente, prese 
tado en el capítulo 3 (pág. 154) como un caso de indeterminación del límite: el c 
ciente de dos infinitésimos. Este caso de indeterminación suele simbolizarse con 
expresión > y un ejemplo lo constituye lím E = 1, calculado en dicho capít 
lo (pág. 136). 

En muchas circunstancias se puede destruir la indeterminación recurriendo a 
funciones derivadas, mediante un método conocido con el nombre de regla d 
L'Hópital.* : 


Teorema 1 


Sean f y g dos funciones derivables en un entorno reducido de un punto a, y 
g'(x) + O en todo punto x de dicho entorno. 


Si limaf(x) 20, límagx) = 0 y lima т SU entonces lim, 19. =f. 

Se considerará primero el semientorno a la derecha del punto a, es decir, el inter- 
valo abierto (a; a + h), y los límites se calcularán por la derecha del punto a. Puede 
demostrarse, luego, la misma propiedad en el intervalo (a — h; a), es decir, calculan- 
do límites por la izquierda. 

Finalmente, entonces, la propiedad es válida a la derecha y a la izquierda del 
punto a, es decir, es válida en el entorno reducido del punto a. 


Ф Demostración 


Para demostrar la primera parte utilizaremos el teorema generalizado del valor 
medio en el intervalo [a; x] < E(a; h), que no puede aplicarse directamente a las fun- 
ciones f y g pues no se conoce el comportamiento de éstas en el punto a, y el teorema 
mencionado exige, por-lo menos, continuidad en los extremos del intervalo, además 
de derivabilidad en su interior. 

Por ello consideramos dos nuevas funciones: ^ 


Fox 19 si x # a (1) Gx (909 six жа 
0 Six =a 0 six=a 


Como lim,f(x) = lim,F(x) = O у Еа) = 0 por (1). F es continua en а. Análo- 
gamente, G es continua en a. 


* Guillermo de L'Hópital (1661-1704). Fue uno de los divulgadores del cálculo diferencial. Su 
obra se apoya en la de su maestro Juan Bernoulli. 
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Bl se considera el intervalo cerrado [a; x], donde x es un punto cualquiera de 

+ h), puede aplicarse el teorema generalizado del valor medio (pág. 250). Еп 

‚ Еу О son continuas en [a; x], derivables en (a; x) y, además, por hipótesis, 
» 0 no se anula en (a; x). 

F(x) - F(a) _ _F'(c) 

G(x) — G(a) G' (c) 


Por lo tanto, 3c e (a; x) / а<с<х. 


F) ОР (6) (2). 
С(х) G'(c) 


Es decir, 


Como f y F coinciden en (a; a + h) y también coinciden g y G en dicho intervalo, 
«(ааа+һ) es Ех) = Р(х) y G(x) = g(x). Además, como ce(a;a+h), es 
)-f() y ©) = gtc). 


Calculando el límite de la expresión (2), a derecha del punto a, es 


БОЛ lí SRM or lo tanto lím 109 = lím,- O) 
A AS age) : 

Ahora bien, c depende de x y está entre a y x. Por ello, el punto c pertenece a 
alquier entorno del punto a al cual pertenezca x. Aplicando la definición de límite, 


Be tim, ©) 


= ES 


g' (c) zi sein | 27 
Reemplazando en (3) resulta Le Ef 


: Р : : 
De la misma forma se prueba lim,- 9. = m,- е considerando el inter- 
valo (a — h; a). 


Luego, el teorema queda. probado еге! punto a. 
El teorema puede completarse, si existen f'(a) y g(a) +0, de la siguiente ma- 
(y эзе fog (8) 


“(ху 009g) ga) 
En efecto, 


nera: lím 


lím f(x) — f(a) 
, а VR ТЭ 

fa _ х-а = im; t(x) – Қа) _ 

g'(a) © к _900)—9(@ 909 — g(a) 
ma TEA 

ya que por existir Р(а), f es continua en el punto a y es f(a) = lím,f(x) = 0. Por las 

mismas razones resulta g(a) = 0. I I : 

Obsérvese que no se ha exigido previafhente la continuidad de Р y g’ en el punto a. 


«4 f(x) 
Mts 


Ejemplos 


senx 


limo = límg 
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1 
EI 


ONE 


logamente: 
el punto a y satisfagan también la hipótesis del teorema anterior. En este савд 0 ( 1 ) = G()-g (+) (- 8) 


lim 


In(x + 1) гн 
0 Х P 


= іт 
9 x 


y GO $0 8 octet 


k 
Ejemplo 
LA, 9X – З ѕепх .3-3со5х . Зѕепх 3 
lím E. ы 2 COS Х 1 ! 
Шивээт ысыр m 3 limo 9 lím 5 => = lím , .. 100 (3). 


" lm, ELL - AE) = 
ХОЧ 


Generalización de la regla de L'Hópital 


Por lo tanto, es Iim, „100. 5 = lim, E0 t por (2), 
| La regla demostrada admite varias generalizaciones que permiten su aplica aii . » 90 
a distintos casos de límites indeterminados. 27 F(t) BEC 
Para completar el савд del.cociente-de dos infinitésimos falta considerar fu үзүш бф jum ge P" Ж 


nes infinitésimas para х— х. 


Luego, resulta tim, 40), = Ama, A x) , que es la tesis. 
Teorema 2 g(x) g'(x) 
Sea k un número positivo cualquiera, y para todo x > k sean f y g dos funcion 

derivables en x, con g'(x} +0. Si іт, f(x) = 0 y lim, ..a(x) = 0, entonces plo 
ЗОО EU d 
lim, = lím., : 

9(x) g'(x) “ДЕ ү гн OS 

e* e* xe* 


А Puede demostrarse una propiedad análoga Si x= — о у, en general, Si x— оо. 
9 Demostración. j 


1 : ' : temas 
Consideremos t — ЭС Con este cambio de variable, si x tiende a +, оо, entol 


ces t tiende a 0". 
Si para todo x - k es F()-f() y G) = g(x) (1), 
А f(x) : F(t) 
resulta lím ,,—— = lim, 2 2). 
абу) — "vg v) 
Ahora bien, por hipótesis, 
lim, f(x) = limo- Р) = 0 y lim, g(x) = limo. G(t) = 0. 
Por lo tanto las funciones F y G, cuya variable es t, satisfacen la hipótesis del 
primer teorema de L'Hópital, y se cumple, entonces: 


lim,. зл. Б 


Para hallar F' y G' debemos aplicar la regla de derivación de funciones com- 
puestas, pues por (1): 


Sean f y g dos funciones derivables en todo punto x £a, y g(x +0. Si 


Mm,f(x) = + o, líim,g(x) = + оо y Шин = €, entonces Im, e 


$ Demostración 
Como lím,f(x) = + œ, prefijado k > 0, existe un intervalo (a;a + ô)/ Vx: 
(х‹ (а;а+ 5) = f(x) >К). Análogamente, 30'/Vx: (xe (a;a +ô) = g(x) > К) (1). 
f(x) 
g(x) 


Consideremos ahora un intervalo (a; xyJárncluido en (a; a + 8). Es decir, fijamos 
en el intervalo (a; a + 8) un punto xg. 


Si es 8 < 6', existe en (a; a + 6) el cociente 
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lambién Diis E d « €. 


g' (с) 


fo _ £, y reemplazando en (3) es: lím,. 


g'(c) 


igual forma se prueba la propiedad a izquierda del punto a, y vale, por lo tan- 
| punto a. 


Ка, entonces, lim,- 


Si x es un punto cualquiera entre a y xo, puede verificarse, efectuando las 
raciones indicadas en el segundo miembro, que es válida la siguiente expresiói 


1 - 200) 
f(x)—-f(xg) 10). f(x) (2), 
g()-9() 909 , 9x) 
g(x) 
s 
: A cotgx  , Sen^X. м; Xs 
pues g(x) + g(xo), según el teorema de Rolle, ya que, por hipótesis, g' no se ап 1 2- -lmg.————— = ШЫ о S 1 
y tampoco se anula g por (1). > 23 ал 
х 


Рог el teorema de Cauchy (pág. 250), en el intervalo [x; xo] 


аеро O 


g(x) — g(xo) 9' (c) 
Reemplazando en la expresión (2), resulta: 


Ё! teorema 3 es también válido, en las mismas condiciones, para x — х. 


Los demás casos de indeterminación (pág. 154) pueden llevarse a los casos an- 
los mediante recursos algebraicos o aplicando logaritmos. 


_ хо) Хэ 
Г (с) {(х) f(x) plos 


810) - do : NETTE para c БИЕ хух, 
g(x) 


Si se calcula el límite a derecha del punto a, es: 


Воо 3: producto de un infinitésimo por un infinito 


Trataremos de calcular = im ох (х) ЗЕ 
-— 7 


¡EE 
lima. ña = lim, 10). lím,- MENS IE Para poder aplicar el teorema 1 escribiremos el producto anterior como cociente 
g'(c) 9(x) 4 999) ЕТИ о 
: g(x) os infinitésimos en el punto D 
T 
NU "M T х= 
Resulta o = 0, pues el límite del denominador es infinito y el numerad Resulta £ = lim nn 1 BPE 
3 cotg x pE SA 
es una constante. Análogamente, іт, 09) = sen? х 
х 
шарил с Ж СЫ: E ; 
uego, Mese сү = ay (3). aso 4: suma de dos infinitos de signos opuestos 
Ahora bien, c depende de x y está entre x y xo. Deseamos calcular £ = lim | Ic wenl 
31х-3 In(x- 2) 
x Xo 
— GA 5% >> ——- La expresión anterior puede escribirse como е! cociente de dos infinitésimos en 
a c a+h а-68 el punto 3. 
А f А 
Сото lím,. 1G) = (,Ne >0 3h > 0/xe(a;a + h) = A z <є LR 
g'(x) g'(x) ОЕ Ini агае im x-2 "n 
: CNN, TAR qu ARE AT AN T SA 
Encontrado h > 0, cualquier número positivo h' menor que h satisface la expre- (x — 3) In(x - 2) In(x — 2) + 8 
sión anterior..Basta buscar h' suficientemente pequeño, o sea, tomar x suficiente- A Men; х-2 
teorema 1 


mente próximo al punto а рага que el punto с pertenezca al intervalo (a; a + h) y se 
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í 3-х -1 1 
паа эс гоц элэглэл 
*'(x-2)nx-2)*x-3 — "3'"inx-2) + 2 2 
—  vÑO ; 
teorema 1 


En general, si se desea expresar la resta de dos funciones como un coci 


se recurre al siguiente artificio algebraico: 


1 1 
f(x) - g(x) = 09 ta (f(x) + 0| ^ 00) +0). 
f(x)g(x) 


Caso 5: límite de una función potencial exponencial si la base 
tiende al nümero 1 y el exponente a infinito 


2 
Trataremos de calcular £ = lím,. (: + 3) р 
х 


Aplicando logaritmos, si f(x) = (1 + i) n es: 


x ~, 
ЗҮ 
And(x) --2х-1 ( +=). 
Luego, їт. [Into] = im. [ 2x (1 “9| = Co. 
“(1+2) x (-3) 
= т, = tim. 213% ХУ. бхз cime 
-1 *®х+3 zi 
2X | : 2 2x? mA 
eorema. teorema 3 
йт. ,[Inf(x)] = 6 = шт,  f(x)] = 6 (pág. 141). 
Luego, lím, f(x) = ев. 
Caso 6: límite de una función potencial exponencial si la base y 
el exponente son infinitésimos 
Calcular 2 = límg. (x*). 
Si f(x) = хх, es Inf(x) = xInx. 
zb 
limo. (In хх)  límg.(xInx) = limo, © = lim.—— Шт.(—х) = 0. 
x (x? 
A 
teorema 3 
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lI 
Ф 
о 
lI 
A 


im, (In х) = 0 2 їл тух) = Oylne = 02 £ 


Luego, límg.(x*) = 1. 


Caso 7: límite de una función potencial exponencial si la base 
es un infinito y el exponente es un infinitésimo 


1 senx 
Calcular £ = imo. ($) : 


É 1 sen x 1 
Sif(x) = (5) ,esinf(x) = ѕепх · ln 22 


Luego, 


lim, (10100) = imo. [ senx-n(->) | 2 


Р - In x ; x ) sen? х А ѕепх ѕепх 
= límg.————— = limo. —— = límg.— ——— = lm. —— — 
соѕес х —СО$ X х COS X x Cos x 
a 2 
sen? х 
{еогета 3 


Luego, límg.f(x) = е? = 1. 


Nota: La regla de L'Hópital, que permite, en el cálculo del límite, reemplazar a 
ciertas funciones por sus derivadas, sólo puede aplicarse, como se ha indicado, al 
cociente de dos infinitésimos o al cociente de dos infinitos. Los restantes casos de in- 
determinación del límite deben reducirse previamente a uno de los doš casos mencio- 
nados mediante operaciones algebraicas o mediante la.aplicación de logaritmos. 


EJERCICIOS 


1) Calcular los siguientes límites aplicando la regla de L'Hópital (5) : 


х2 – 4х +3 2 "m х-3 
СУЛ лэн Lo х°+5х Бн ка 
а) lim, х === b) limo z c) йт x? —27 
= е * .. Зх(ех — 1) соѕ х .. Senx-x 
d) lm. En e) Mug ne f) fimo 2 —1- 
2 tg x ыг хо Х-5епх 
| ss f X tg x I lím 
9) fimo + 1) h) limo Бол х Жэ, 
2) Calcular aplicando la regla de L'Hópital (2) : 
3 < 
a) tim. эн by == == 
9 ? cotg (2 - x) 
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Aplicar la regla de L'Hópital (0 · >): 
a) lím,[In x cotg(1 — x)] 


c) ЦАГ Х (х = z)] 


Aplicar la regla de L'Hópital (х — æ): 


; 1 1 
a) lim (3-7) 
c) a Í 28) 

түссст 
2 


е) im | 967-2 1) -=] 


х2 x 


E 


5 


— 


Aplicar la regla de L'Hópitar (1*):. 


a) lím (Ey 
“EX 2x +3 


1 
с) límo(2x + ех) senx 


+) 


El im, ( 3x +4 


6 


32 


Aplicar la regla de L'Hópital (00): 
a) lim,.(x – 1)*7 ! 


с) lím , .(cos x) (2- ) 
x 


e) límo.(sen x)'9* 


7) Aplicar la regla de L'Hópital (20): 
M 1 In(x + 1) 
a) limo. (5) 


1 
с) іт. ,(x? - 2) ^X 


e) lim .. {а х) x 
z (g ) 
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d) lim, —S9tg x_ 
cotg 5x 


‚„ In x 
f) Шин 


b) límo[(2x — x?) - cotg x] 


d) límo [In (5x) (2x — sen x)] 


+ 1 1 ) 
b) timo Í ex— 4  sen2x 


d) (2. - соѕес x) 


I :x - 1] 
f) то совес x 


b) lím, (2x — 1999 - 1) 


d) timotx + 17 (3 7?) 


f) lím,(1 + 3 In х) 01-0) 


b) lím,.(x — 4ynx 


d) límg. х?" х 


1 


f) lim- (sen x) ^* 


b) іт. (сод x)**^* 


2 
а) lím, (3-x)* 


f нт (422) | 


Х. Estudio completo de funciones 


Como síntesis de los temas expuestos en este capítulo y en los capítulos de limite 
y continuidad haremos ahora el estudio completo de algunas funciones. 


Ejemplo 1 


t x |x? - 16| + Ix? — 4| - 7 
x< -4 = х°-16>0 A х2-4>0 =» f(x) = 2x? — 27 
4=х< -2 => x2—16<0 A x2-4>0> f(x) = 5 
25х52 => x2— 16<0 A X2 — 4 <0 = f(x) = -2x? + 13 


2<х=4 = х°—-16<0 A x2-4>0> f(x) 


11 
[91] 


x>4 =-x2 — 1620 л X2- 4>0 = f(x) = 2х2 - 27 


Luego, О, = В, y f puede definirse también de la siguiente manera: 


5 si2 = |х| < 4 


2x? — 27 si |x|-= 4 
tx 
—2x? + 13 si|x| < 2 


t'es función par, pues Vx: f(x) = f(-x). 
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Puntos críticos 


no3f(x)six=-4 v х= -2 v x=2 v х= 4. 
f(x) 20six 20 v xe(-4-2) v Xx£(24), 


Monotonía 


f09>0 si x»4 v -2«х«0. 
Luego, f crece en (— 2;0) y en (4; +<) 
Г0) «0 si x«-4 v 0«x«2. 
Luego, f decrece en (0; 2) y en (— x; -4). 


Concavidad 
(f'(x) = 4si|x| > 4) ^ (Р(х) = -4 si |x| < 2). 


Por lo tanto, la concavidad es positiva en (— x; —4) y en (4; + >), y es negativa 
en (-2;2). 


Extremos 
f"(0) = —4 < 0 = (0) máximo local 
f(x) mínimo local six e[-4; -2] v x e [2; 4]. 
EI valor de cada mínimo local es 5, que es también mínimo absoluto. 
Rec, = [5; + х). 


La función по tiene máximo absoluto, pues lim, f(x) = + х. 


Ejemplo 2 
tul ЭХЭ 
0-8 lim f(x) = 0 = у = Oasíntota horizontal. 
Р(х) = -6xel *. 


Puntos críticos 


0 es punto crítico pues f'(0) = 0. 


Monotonía 


Р(х) > О5 х < 0. Luego, f crece si x < 0. 
f'(x) < 0 six > 0. Luego, f decrece si x > 0. 
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Concavidad 
Р(х) = -6e! 29 + 36x? eC > f(x) = ө!-36) (36x? — 6). 
f”(0)= —6 = #'(0) <0 > f(0) máximo local. 


(х) > 0 «ә 36х° > 6 = xt» T = j| > М6. 


Luego, la concavidad del gráfico es positiva en ( æ; е) уеп ES + ) 


(х) < 01 |х| < Ye. 
Luego, la concavidad es negativa en | — x; хе : оло 


f (s) = f” ( xs) — 0 indica que puede haber puntos de inflexión en 
V6. [v6 VEN VE 
(= е е) 


Como еп ambos puntos cambia el sentido de la concavidad, ambos son puntos 
de inflexión. 


Si existe f'** y esta derivada no se anula en los puntos donde es nula f'', puede 


demostrarse que hay inflexión en el punto correspondiente sobre la curva (pág. 314). 
En nuestro caso: 


f(x) = 108xe 3°) — 216x3 e(-9) => f(x) = 108x eC) (1-23 => 


> (х) * 0 мм) * 0. 


Fe c A ved - 
Volvemos a afirmar, entonces, que (2: е 5) у (- xE, e 2) Son pun- 
tos de inflexión. 
La función es par, pues f(-x) = e'-?*? = f(x) 
Rec, = (0; 1] 
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10) = 1es máximo local y absoluto. 
La función tiene ínfimo, que es el número 0, pero no tiene mínimo absoluto, р 
0 6 Rec,. 


Еетрїо 3 


lím,f(x) = x = x = 1asíntota vertical (im E = += Alm, —— 


In x 


—X. =lím,,* = + (por regla de L'Hópital). 


Я Inx — 1 
ПОЕ In? x 
Osea,f'(e) = 0 = e punto crítico. 


Inx212 f(x) = 0. 


Monotonía 


-Como el denominador de-f*: In? x = [In x]? es siempre positivo, el signo de f' 


depende del numerador. 
Inx2 1e» Inx» Ine = x>e > f(x > 0 = fcrece. 
Inx «1c Inx«Ine = x<e > f'(x) < 0 = fdecrece. 


Luego, f crece en (e; + x) y decrece en (0; 1) y en (1; e). 


Concavidad 


in?x _ 2Inx 


(In x — 1) 
(ху) = —* 


Ф. 2 
> tx) = 2 In x — In^ x 


In* x x In* x 
> f(x) = 2 — In x 
x In? x 
f'(e) > 0 2 f(e) mínimo local. 
Para que f''(x) sea positiva se presentan dos posibilidades: 
1) 2-Inx>0 A xIn3x>0 e Inx<2 л Inx»0 c пх < пе? ^ 


anlnx>Int ex <e? л хь 1 < 1<x<e2 


2) 2-Inx<0 ^ xIn?x « 0 сэ x» e2Ax < 1, que no puede verificarse. 
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Luego, f" (x) > 0 si 1 < x < ед, y el gráfico tiene concavidad positiva en (1;e?). 
g 


Por otra parte, f'' (x) < 0 si 
1 2-Inx>0 л xlIn?*x «0v 2) 2-Inx<0 a xIn? x» 0. 
1) x<e2 A 0«х «15 0<x<1. 
La curva tiene concavidad negativa en (0; 1). 
2) x>e2 A x>1 => x> e2. 


La curva tiene concavidad negativa еп (e?; + х). 


! 
! 
шээж сү 


------э-р 


Р(х) = 0 si Inx = 2. Como además en e? cambia el sentido de la concavi- 


dad, (ег; i e?) es punto de inflexión. 


Rec, = {у/у<0 v yz e). 
No hay extremos absolutos. 


EJERCICIOS 
Estudio completo de cada una de las siguientes funciones: 
—x? x3 
1) f: f: 
l ma 5 X” 2 + 4 
3) £x x? — |4x + 12| -1 4) fx —— 
: 3x : 
5) EXE 6) f:x— — 


7) Ех |x + 4| - |x2 - 5| + 2 8) Ех |x? — 9| + |x - 5| + 2 


291 


9) Ex $e + + 10) а 4| 
|x2 + x — 12| 
11) Ех  —— - 
үл, х+1 $ 
RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPITULO 7 
Sección lil 
1) fic=1 g:c = 1 h:c = 3 tc = 
2) Ес, = -7 + v 65 Бос -7 + v 65 
2 2 2 
g:c — h:c = i tc = 
Sección IV 
1) f crece six » эр y decrece six « эг 
g decrece six > 2EY x< 25 у сгесе si-— < x< —©—. 
УЗ УЗ УЗ v3 


h decrece si -4« x«1 у crece six> 1 v x< -4. 


r crece six < È У х > 1 у decrece si < x < 1. 
т Crece six<1 v х» 1 s crece Six 25-3 v x«-3 
18) . 8. 
2) f crece en (-= 3) y en (4; +=) y decrece en (51) 
g crece en (— x; – 1) y en (1; + х) y decrece en ( — 1; 1). 


h crece en (°: 2) y decrece еп (-2- 5). 


3) fVxeR gx<Žvx>3 h:x>2vx< -2 
m:x«1vx»1 S:X«3 

4) Ех-3 g:X« —1v0«x« 1 н-16хє-р 
rx«o m:-3«x«2 $:X« -2vx» -2 
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ción V 


) ((0) = 5 máximo local 8(5) = — > minimo local h: no hay 


) 1(0) y f(2) mínimos locales; f(1) máximo local 
h(0) máximo local y h(2) mínimo local 
5(0) = 3 máximo local 
D) (3) mínimo local (5) mínimo local 


8(-1) = O mínimo local s(2) = 0 mínimo local 5(0) máximo local 


р ( ут) máximo local n(3) = ~ 17 mínimo local 


3 - 
(5) máximo local t(1) = O mínimolocál /(-1) = 3 mínimo local 


m(-3) = 38. máximo local m(2) = — ES mínimo local 
g(1) = -2 mínimo local g(—2) = 25 máximo local 
u(3) = -22 mínimo loca! 
V0) = 4 máximo local v(2) = —44 mínimo local v(—2) = —44 máximo local 
Sección VI 
1) ftipo2:c, - -4, tipo 3:c, = -6, Cs = -1 
g:tipo3:c, = —3, c, = 4 
h:tipo3:c, = -4, C = 0 
t:tipo 2: c, = 0, tipo3:c5 = -1, Сз = 1 
s: tipo 1: todos los puntos del intervalo (—1; 1), tipo 2:04 = =1,C2 = 1 
: 1 1 А 
m:tipo 1:c, = —— = - — : = 
ipo 1 27" C2 27" tipo 2 Сз 0 
п: ро 1:c, = 1 tipo 2:c,= V3, сз= —V3,c, = —4 
rtipo 1:c, = -1 tipo 2:0; = – 5с; = 3 


i 


2) 1) (0) = 5 máximo absoluto, g (--) Л mínimo absoluto, h: по hay 
2) ҚО) = 12) = O mínimo absoluto, h: no hay, s(0) = 3 máximo absoluto 


3) f (<) mínimo absoluto, h (3) mínimo absoluto, г(0) máximo absoluto, 
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s(— 1) = 80) = 0 mínimo absoluto р:по hay © п(З)=< 
absoluto t: no hay, 2: no hay, m: no hay, g: no haz, Ч(З) = 
absoluto, v(2) = v(— 2) = — 44 mínimo absoluto 


3 


2 


f(0) mínimo local y absoluto. No hay máximos locales ni absoluto 
g(0) = 1 mínimo local y absoluto 

г: no hay extremos locales en [1; 9], r(1) máximo absoluto, 

r(9) mínimo absoluto 

h(1 + v 2) mínimo local, h(1 — V/ 2) máximo local 


р(-1) mínimo absoluto, p(1) máximo absoluto 


q(3) máximo absoluto, q (222) mínimo absoluto. 


у E) ES 2 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 


s(3) = Q mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 
Ц-1) = —3 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 
u: no hay extremos absolutos 
m(—1) máximo absoluto, m(3) mínimo absoluto 
п(0) máximo absoluto; no hay mínimo absoluto 
€(3) = 9 máximo absoluto; no hay mínimo absoluto 
w(—2) = 1 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 
4) triángulo equilátero de lado 4 
5) el radio de la base del cilindro es 4 y su altura 8 
6) 50 y 50 
7) cuadrado de lado 10 
8) triángulo equilátero de lado V3 
: 1 
9) radio — 3755 
10) base 3 y altura 5 
11) altura 50 y base 100 
12) altura 3 y base 2 
13) altura 2 y base 4 


14) altura de la caja es £ 


15) x = V2 
16) radio 2 
294 


— 17 minimo 
— 22 mínimo 


17) radio 5 1 | 2 
т 
18) radio 2 У 5 


19) radio 4 v 2 y altura 16 


20) radio 


22) € 


23) € 


24) altura — 


25) е, = sas. NEP EET 


р 
26) 2 
27) lado = 2а 
28) 16-2\/3 
Sección VII 


А 5 Е 1 
1) g:six < ——; ћ: 51-1 < : 
) 9 3 si х<0 «хээр 


2 v З In 3 
r: si |х| > —; f: > – —— 
|х| 3 si x 5 
2) fisi0<x< 1; g: six < 0; h:six < – 1; 


rsix<- m:six < —--; s:six< 0; n:en R. 


3) Е (0;0); g: (0; 0), (v3: ша V3;- a) h: no hay; 


s D j; C 


m9. (3: р= 5р -5) оо, (1:3) 
м: (0; 5), (2; —11) | 


4) а) concavidad positiva еп (~ x;—2)y en (3; + =) y negativa еп (-2:3) 


b) concavidad positiva en (-гс:0) угет (1; +œ) y negativa en (0; 1) 


2 


): 
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с) concavidad positiva еп В 
Б 5 5 
5) а 1; <= |, = 2x-2 
) a) ( >) 5) у A 


Sección VIII 


1) a) -1 b-—— о do e) 3 f 0 g) 1 h) i) х 


2) a) 0 b) 1 c) +æ d)5 e) 0 f a. 
3 a)-1 b)2 c)-1 dO 


4) a) x. b -= с) ә 4) 0 е) 


N |>. 


5) a) — be cde de ee pes 


6) a) 1 b) 1 c) 1 d) 1 e)! fe 
7) a) 1 b) 1 c) e? d) 1 e) 1 f) 1 


Sección IX 


1) D, = R- (-3JAV:x = -3AO:y = 3- x 
f crece en (-6; —3) y en (-3; 0) f decrece en (0; +) y en (— х; -6) 
Concavidad positiva en (—oe; — 3) y negativa en (— 3; +00) 
Ц-6) = 12 mínimo local y f(0) = 0 máximo local. 
No hay extremos absolutos. No hay puntos de inflexión 


| у Rec, = (-x;0]U[12; +>) 
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2D =R AO:y-x f(x) = 


f crece en R. 


_ 2x(3 - x?) 
(x? + 1)? 


No hay extremos locales ni absolutos. Concavidad negativa en (-43:0) y 


en (V3; + œ) y positiva en (0; /3) y en (— ©; —4/3) 


(0; 0), (s va 3 = 


Función impar. Rec; = R 


3) 0, = R. Puntos críticos -3 y2 


ТЕ X? + 4х + 11 six < —3 
š x? — 4x — 13 Six > —3 


f decrece en (— =; 2) y crece en (2: +>) 
f(2) = -17 mínimo local y absoluto 
Concavidad positiva en R 


Rec, = {улу > -17) 


y puntos de inflexión 
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4) D, = R- (-2) x = -2 AV. y = x 3 A. oblicua Puntos de inflexión: (0: 0), c 
Puntos críticos: (—2 + v 6) y (-2 — v/ 6) inters. eje x: (0: 0) y (1; 0). 22 
БОХ НО Хай ENS i^ Rec, = EH 
Mg 6 3 200955 зэр 


f crece en (— x; -2 — V 6) y en (—2 + V 6; +=) 
f decrece еп (-2 — Y 6; —2) y en (—2; -2 + V 6) 
Ц-2-4/6) máximo local 

f(—2 + v 6) mínimo local 

Concavidad negativa en (—o; — 2) 

Concavidad positiva en (— 2; +œ) 


Rec, = (—=; t 2v6] U [2/6- 5 +=) 


No hay extremos absolutos: : 
йт.) = -= = no hay mínimo absoluto 
lím, f(x) = +s = no hay máximo absoluto 


6 0,-8-12|)  x=2AV. y=0AH. 


-2x-8 


dio E EN 


Punto crítico: — Y 4 

f crece en (—; – Y 4) 

f decrece en (- VA; 2) y en (2; +0) 

f( -/ 4) máximo local 

6х2(х3 + 16) Concavidad positiva en (—oo; -2N3j y en (2; +о) 
(x? – 8)?  Concavidad negativa en (-24/2:2) 


3⁄> 
Punto de inflexión: c V2; ут) Rec, = В 


pus 


cm ehem em qe nem НА Mm ss: 


12 - 3x? 


SD =н у= 0 АН  funciónimpar f'(x) = "OT ар 


Puntos críticos: 2 y —2. 
f crece en (— 2;2) y decrece en (—oo; — 2) y en (2; +00) 


f(- 2) = - Ses mínimo local y absoluto 

12) = 3-es máximo local y absoluto f(x) = 9X& — 12) 
4 (x? + 4 

Concavidad positiva en(-2 V 3; 0) y en (2/3; +) 

Concavidad negativa en(—»; —2 4/3) y en (0; 2 МЗ). 


— —— — — — — — — — 
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7) 


8) 
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Puntos críticos: -3,3,5 у - 


f:x— f -x -x +3 six<-4 


—X2 + x + 11 si —4 = x< - 5 
X2+X+1 8-4/5«х«4/5 


-x? +x +11 si x>./5 
{ 


Puntos críticos: -4, V 5, -4/5 (no 3f) 


-5 = 0) 


f minimo local 


ХУ 5) máximo local y absoluto 
f( — Y 5) máximo local 


No existe mínimo absoluto, pues lím f(x) = -œ 


Rec, = (~œ; 6+ V5] 


x? -x-2 six<-3 

=x? - x + 16 si-3=<x<3 
„єл p E 
x? + x — 12 síx > 5 


1 
2 


f(—3) = 10 mirimo local 
EE Tum 
1-5) po máximo local 


f(3) = 4 mínimo local y absoluto 
No existe máximo absoluto, pues lím,f(x) = +0 


f crece en (= EL en (3; +x) 


f decrece en (-»; —3) y en (i 3) 


Rec, = [4; + х) 


Корее sms о БЕКИР Бы: 


N $ а ПЗЕ 


| 
3 
9) x = 0 AV. int. eje x: е) 


: 6х3 — 1 
Р(х) = px 


З/ад 
f crece en ( E : =) 


^к 
¡decrece en (==; 9) yen (o: LE) 


3 
(258) mínimo local 
q 6x? + 2 
Г (х) = = = 


V9 


Concavidad positiva en |- >; =—5- [уеп (0; + x) 


- 3 3 
М x 9 З x 
Concavidad negativa en (33: EL o) punto de inflexión 


йт. х) = += = по Э máximo absoluto (también límg.f(x) = +æ) 
límo-f(x) = —= = по Э mínimo absoluto Rec, = R 
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10) 


4 silx| > 2 


2 
silx|<2 A x# 0 


Puntos críticos: 2 y -2, donde по ЗГ 

Función impar 

f crece en (~œ; —2) y en (2; +00) 

f decrece en (-2: 0) y en (0;2) 

f (— 2) máximo local y f(2) mínimo local 

Concavidad negativa en (2; +œ) y en (— 2; 0) 

Concavidad positiva en (— ә; —2) y en (0;2) 

No existen extremos absolutos 

(2:0) y (-2:0) no son puntos de inflexión, pues en ellos no hay recta tan- 
gente a la curva) 


TTL... м 


11 
) x? – 2x — 15 


х-1 
—x2 — 4x + 9 

х +1 
Puntes criticos: —4 y 3 
f crece en (— >; – 4) y en (3; +x) 
f decrece en (—4; —1) y en (-1:3) 
(—4) = -3 máximo local f(3) = -3 mínimo local 
Concavidad positiva en(— =: —4) y en (-1;3) 
Concavidad negativa en (3; +æ) y en (-4; – 1) 
No existen extremos absolutos 


Rec, = R 
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SiX< —4 v хь 3 


f: x 
Si -4<х<3лх Ф – 1 
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8. FORMULA DE TAYLOR 


Los polinor:ios en una variable, con coeficientes reales, determinan funciones 
Simples que tienen la propiedad de ser derivables. Si el polinomio es de grado n, ad- 
mite n polinornios, no idénticamente nulos, que son sus derivadas sucesivas. . 

En muchas ocasiones resulta conveniente aproximar una función derivable no 
polinómica mediante un polinomio particularmente elegido, y precisar la aproxima- 
Ción o error que se comete al reemplazar el valor de la función en un punto cualquiera 
x de su dominio por el valor, en el mismo punto, del polinomio seleccionado. 

Es decir, si f es la función considerada y p el polinomio que la reemplaza, inte- 
resa conocer, para el nümero x del dominio, el valor de la diferencia 


r(x) = f(x) - р(х). 


Si una función f tiene n derivadas sucesivas finitas en un punto c, existe y es 
único ei polinomio de grado n cuyas derivadas sucesivas coinciden con las derivadas 
de la función f. Para comprobarlo consideraremos previamente !a expresión de los 
coeficientes de un polinomio cualquiera utilizando sus derivadas sucesivas. 


l. Polinomio de Taylor* 


Sea p la función polinómica de grado n y coeficientes reales Aj, A4, Asa An. 


Es decir, p: x "^ Ag + A,X + A;x? + Ах? + ...... + А„х". 


Si с es un número real cualquiera, siempre es posible expresar el polinomio p 
según las potencias del binomio (x — c), para lo cual basta efectuar las divisiones su- 
cesivas por dicho binomio. 


Se obtiene así una expresión del tipo siguiente: 
р:х—» + а(х — c) + a(x =- c) +a(x-c) +... + а (х— с)". 
O sea, Yx € R: p(x) = ay + а,(х— c) + а,(х – c)? + as(x — с)? + ... + 
+ а„(х— с)" (1) 


* Brooks Taylor (1685-1731). Su obra más importante, Introducción al cálculo de diferencias fi- 
nitas, queda resumida en la famosa fórmula que lleva su nombre. Cultivó además física, música, 
pintura y filosofía. 
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Calcularemos sus n derivadas sucesivas: 


Vx: p'()'- а; + 2а,(х — с) + Заз (х - c)? + ...... + nan(x— с)" - 1. 
р(х) = 2а; + 3la,(x — c) + .. + n(n — 1) a(x — с)"-2 
p”(x) = З!а, + ....... + n(n — 1) (n — 2 а(х – c)n-3 


р(х) = n! a, (como puede demostrarse por inducción). 


En el punto с las funciones determinadas por las expresiones anteriores alcan- 
zan los valores siguientes: 


р() = а, р'(С) = a, p" (c) = 21а, p”(c) = 3la,., pc) = n! an- 
Por lo tanto resulta: 


ao = p) а, = po а = EO, а, = РӘ, а, 2 pog 
! ! п! 


Reemplazando en (1) es: 


LE (n) 
р(х) = p(c) + p'(c) (x - c) + 20 (х = с)2 + ....... + EE (x — c)", 
que recibe el nombre de polinomio de Taylor. A 
Si se considera f(x) = f(x) y se recuerda que 0! -=. T, la expresión anterior 


puede condensarse de la siguiente manera: 


n 


(һ) — с)" 
p9- У Р (с) (x - с)" 


к=. һ! 


Si se elige, en especial, с = 0, el polinomio queda expresado en la forma: 


р(х) = р(0) + р'(0)х + P&O уг... + POO) А 
2! n! 
_ < p? (0) x^ 
о р(х) = D l. 


que recibe el nombre de polinomio de Maclaurin”. 


Aplicación 


La fórmula de Taylor permite expresar un polinomio según las potencias del bi- 
nomio (x — c) sin necesidad de efectuar las divisiones sucesivas. Para ello basta 
hallar su valor y el de sus derivadas en el punto c y aplicar la fórmula. 

Por ejemplo, se desea expresar el polinomio. 


р(х) = x* - 7х3 + x? — 2x + 1 


segün potencias del binomio (x + 1). 


* Colin Maclaurin (1698-1746). Fue discípulo de Newton y profesor en la Universidad de 
Edimburgo. 
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li 

| 
N 
© 


р (х) = 4x? – 21x? + 2х -2 > р(-1) 
p” (х) = 12x? - 42x + 2 = Pp (-1)= 56 


p" (x) = 24x - 42 = P” (-1) = -66 
p"(x) = 24 => p™(-1) = 24 

Además, р(-1) = 12. 

Luego, 

6 66 24 . 

р(х) = 12 - 29(x + 1) + Ae + 1)? - TS = 1) + мА +1) 
р(х) = 12 – 29(х + 1) + 28(х + 1)? -11х + 1)? + (х ын 1) 
EJERCICIOS 


1) Escribir р(х) = x* + x? — x? — 6x – 6 según potencias de (x + 1) 
a) por divisiones sucesivas; b) por fórmula de Taylor. | 

2) Escribir р(х) = 3x3 — 13x? + 14x + 7 según potencias de (x - 2) aplicando la 
fórmula de Taylor. 


H. Fórmula de Taylor 


` беа f una función con n derivadas sucesivas finitas en cualquier punto de un in- 
tervalo 1. Si c € l, dichas derivadas finitas en c son: 


Су (Сузы; ff? (c). 


El polinomio 

f^ (c) 
n! 

es el polinomio de Taylor correspondiente a la función f en el punto c. Sus n deri- 

vadas sucesivas coinciden, en el punto c, con las derivadas de la función f: 


(x= c)? +... + 


(х — с)" 


р(х) = (с) + f'(c) (x — c) + LO 


p'(c) = fic, p'(c) = f(c)... p™(c) = f(c) y, además, plc) = f(c). 


Consideremos, por ejemplo, la función f: x — e*. 
Sus derivadas sucesivas son Yx: f'(x) = ех = f'(x) = ... = f (x). 
El polinomio de Taylor correspondiente a f en el punto c = 1. es: 


f'(1) poc 


р(х) = f(1) + FO) (х - 1) + —— (x - 12+ ... + (x-1^ (1), 


2! п! 
y en este caso, f(1) = f'(1) = .... = (1) = e! = e. 
Luego, reemplazando en (1), es: 
e e ü 
р(х) = e + e(x- 1) + --(x- 1)? + TM Rm 
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о рх) = У) — 0 – 1)". 


ко h! 


Interesa conocer el valor де г(х) 


f(x) — р(х), 


е 
——(x – 1)" 
ко h! 


м: 


osea, ае r(x) 


en un punto х perteneciente a un entorno del punto с = 1. 

El valor r(x) se llama resto de Taylor o término complementario, y su valor depen- 
de, para cada x, de h. 

Si h= 1,esr(x) = ex — [e + e(x — 1)] = e*- ex 


Si h= 2,esr(x) = e- [e + ех - 1) + 2014] - 


ex pu – 2х + 1) = 


x е өх? 
=P — — — 
2 2 


Por lo tanto, para x próximo a 1, el resto considerado se hace menor al aumentar 
el grado del polinomio que aproxima la función. 

Sih = 1, es decir, si se considera el polinomio de Taylor de primer grado, la ` 
aproximación obtenida se llama aproximación lineal de la tunción en el punto elegido. 
Sih = 2, es decir, si el polinomio es de segundo grado, la aproximación es cuadrá- 
tica, etcétera. 

Hallaremos, en general, la expresión del resto de Taylor mediante el siguiente 
teorema. 


Teorema 


Sea f una función con derivada finita de orden (n + 1) en todos los puntos de un 
entorno del punto c. Si x es un punto cualquiera de dicho entorno, entonces existe 
un punto z entre x y c tal que: 


(n+1) 
f(x) = рб) + EE e D duet 


donde p, es el polinomio de Taylor, de grado n, correspondiente a f en el punto c. 
O sea, 


f?) (c) 
n! 


(х) = f) + (c) x - e) +... + 0 +020 - cp 


Demostraremos el teorema para un punto x ubicado en el semientorno a derecha 
del punto c. Una demostración análoga puede hacerse para un punto x en el semien- 
torno a izquierda. 
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Demostración 


Sea x un punto del entorno considerado / х > c. El punto х es un punto fijo parë 
toda la demostración. 


ANA ANA 
c-6 C 7 х C-6 


Definiremos en el intervalo (c;x] dos funciones auxiliares F у G de la siguiente 


manera: 


1 


22 -Hr 
Vte[c;x]:F(t) = х) — f(t —P(0 py ro LA M - iq LME 


y (0) = (х – 1)" *' 


Las funciones F у G satisfacen la hipótesis del teorema generalizado del valor 
medio (pág. 250), y por lo tanto, 3z є (c; x) / 


F()-F&) РО) q, 


1 


О(с) – Gx) X G'(z) 
Ahora bien, Е(х) = Оу G(x) = 0, сото puede observarse haciendo el reem- 
plazo de t por x en las expresiones que definen a las funciones F y G. 
Al calcular Е’ debemos tener en cuenta que f'(x) = 0, pues f(x) es una cons- 
tante. 1 


үүд 
Resulta; F'() = -f'() - f'(Q(x-9 + f (t) — my 2 Р) (0) 


И — qt 0 (t) шэн 
=t n 
Cancelando términos es: F'(t) = —f'^* ?(t) 2 Эрэн 
Por lo tanto F'(z) = -i"* y 
Por otra parte, G'(t) = —(n+ 1) (x— t^ y G'(z) = —(n+ 1) (x — z)". 


Reemplazando en (1) es: 
— tn + D(z) (x — 2)" 


Ele) _ п! EU uiii 
Gc) | m 1) (х - 2)" (n + 1)! ' 


Luego, F(c) = С(с у= 2 гэ) 

Ç 401)! 
Sustituyendo en la expresión anterior los valores F(c) y G(c), resulta: 
fín + Dz) 
(п + 191 


f(x) — (c) - f' (c) (x — с) – so eo 09 = (у= буе” 


Pasando términos al segundo miembro se llega a la tesis: 


NS n э: (n + 1) 
f) = fc) + (с) (x - c) + LE үнээнд E D 
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La expresión anterior es la fórmula de Tayior. El término complementario tiene 
misma expresión formal que los términos del polinomio de Taylor, pero el valor de 
derivada de orden (n + 1) no se calcula en el punto c sino en un punto z que está 

Ubicado entre с y х. 
Sic = 0 se obtiene la fórmula de Maclaurin: 
п+ 1 
Mx) = 10) + f'(0)x + #'(0) a + ... + no) + fn + D(z) 
2! m + 1)! 


рага z entre O y x, que puede indicarse z = hx 50 < h < 1. 


€ Nota: Utilizando el símbolo de sumatoria, pueden precisarse algunas expresio- 
nes del teorema anterior. 


Ft) = fo) - У ie D 
1=0 


i! 


Derivando, es 


f*?(Q-y A 100)(х-17-1(-1) 7, 
F'() = z уул: P xcd | f ) Y ао 
20 € Е 

Para poner en evidencia que las dos sumatorias de la última expresión coinci- 
den, salvo en un término, puede hacerse un cambio de notación en la primera suma- 
toria haciendo | = i + 1 y considerar en la segunda sumatoria que el término corres- 
pondiente a i = 0 es nulo. 

Queda: 


n+1 


‚у= al AE, ТАРИА 
F(t) = (СЗ! + ж POK po! 


I 
E 


Ne f9( (x 0/7 OO (х y 
Е:() ce уздук ш A 
a ER 


Desdoblando la primera sumatoria resulta: 


п 


5102 > O A mp ашиг 


Y 4-1) п! A (4-0 


_ f + (t) (x — t)" 


Cancelando, queda: F'(t) = i 
n! 


EJERCICIOS 


1) Fórmula de Maclaurin para la función f: x — e*. 
2) Aproximar la función seno mediante un polinomio de quinto grado en el punto 


3) Aproximar la función coseno mediante un polinomio de sexto grado en c = 0. 
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4) Fórmula de Taylor-en los siguientes casos: 
tx In x n=5cCc=1 


Q:x— arctgx п= 4 с = 1 


m 
h: x= cosec x n=3 T 

5) Fórmula de Maclaurin en los siguientes casos: 
f:x—senx n=7 h:x—= secx п = 3 
9:x— cosx п = 5 txe^* п = 4 


- Ш. Aproximación de funciones 


El cálculo del valor de un polinomio en un punto cualquiera x, ubicado en un 
entorno de un punto c, donde se conoce el valor del mismo y de sus derivadas suce- 
sivas, es un problema sencillo. La fórmula de Taylor permite utilizar este cálculo sim- 
ple para aproximar funciones que no son polinomios, mediante el polinomio de Taylor 
correspondiente. La aproximación es más precisa cuanto mayor sea el grado del po- 
linomio. 

El término complementario, o resto de Taylor, permite estimar la aproximación 
obtenida, ya que es la diferencia entre е} valor de la función en el punto considerado 
y el polinomio correspondiente. Ж 

O sea, (х) = f(x) – р(х) y también |г(х)| = (х) – p(x)]. 

Si se halla un número positivo e tal que |r(x)| < є, entonces |х) — р(х)| < e. 

Es decir, si se considera como valor de la función f en el punto x el valor numé- 
rico, en dicho punto x, del polinomio p, el error cometido es, en valor absoluto, menor 
que el nümero e. 


Ejemplo 1 
Aproximar f(x) = e ? mediante un polinomio de grado 3 y acotar el error que se 


comete para x = 0,1. 
Utilizamos la fórmula de Maclaurin. 


Para ello: 
f(x) = e > = 10) = 1 
Р(х) = -2e % > {(0) = -2 
f(x) = 4e? = f0)= 4 
f"(xX = -8e * > f'(0) = -8 
Р(х) = 16e 25 = f'(z) = 16e 2 соп 2 entre O y x. 
2 3 4 
2x24. “Хаха NN E ri. 
Luego,e  = 1 Nur ЕТ 16e б ТЫ 


е ?-1. 2x + 2x? e. 
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El error de la aproximación elegida está dado por el término complementario 


г.(х) = i ee. 
Рагах = 01 es €= SAO con 0< z< 0,1. 
-4 
О biene = 4 7 л 0<2< 10-'. 


Para acotar el error debemos elegir una cota inferior para е22, ya que se encuen- 
tra en el denominador y el valor aumenta al disminuir éste. Para z > 0 es e? > 1. 
Luego, al reemplazar е22 por 1, resulta: 


2 
< — 10-4. 
є 3 0 


Como el error suele estimarse según potencias de 10, para encontrar cifras 
exactas afirmamos que 


х 


| є< 2 10:53:55: 601025. 
Si calculamos e720) = 1 – 0,2 +.0,02 — i 0,001, 


1 
el valore 5 = 0,818667 admite un error menor que 10 ^^ y tiene, por lo tanto, cua- 
tro cifras decimales exactas. 


E 
Es decir, е 5 = 0,8186. 
Ejemplo 2 


Aproximar la función logaritmo natural mediante un polinomio de cuarto grado. 
Consideremos la fórmula de Taylor con un polinomio de cuarto grado: 


f(x) = fc) + Р (с) (x — с) (D - o? + IO qx — суз+ EL (у —с)5 + 


Mz) 
5! 
Luego, f(x) = Inx 


+ (х – с)5 (z entre c y x). 


Sic = 1, еѕ f(1) = 0. 
4 : 
x WAS F 1 E 1 
f'(x) Z (1) 
1 ” [Es -1 
o = -— Р) = 
fU) = Р) = 2 


(х) = — НУ(1) = -3! 
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i "B EVA РТ 
ег Е е пв узу, IV. Generalización ае! criterio para determinar extremos 


En el capítulo anterior se dio un criterio para ubicar máximos y mínimos locales 
өп puntos interiores al dominio donde se anula la derivada primera (puntos críticos 


Por lo tanto, 


4 
р(х) = (x- 1) - (x - 14 t 20-39 - 22 del tipo 1), que depende del signo de la derivada segunda en dicho punto. 
5 3! A Ese criterio puede volver a demostrarse utilizando la fórmula de Taylor. 
O sea, р(х) = (х —.1) — (ec + ene x-i Por la condición necesaria para existencia de extremos locales investigamos el 
2 3 4 punto c, donde f'(c) = 0. 
_ 4(х—1)5 ре) (y La fórmula, en ese caso, es: 
r (x). = Fou Ue IDEE Ses (1) 7 


(x) = f(c) + mE. ге) 60? жш). 


Si f’ (c) + 0, consideramos como resto al término de segundo grado y escri- 
bimos: 


para z entre 1 y x. 


Si se elige x en el intervalo (1; 1,1),es1<z<1,1 y E ez» T 


f(x) — Mc) = f''() Le (1). 


Ahora bien, el signo del segundo miembro depende del signo de f''(z), pues 


23 2 
vx 8^ Sg Si X +С. 


Si f'' (c) > 0, como f'' es continua por existir f'**, en un entorno conveniente tam- 
bién es f'' (x) > O. En efecto, por una propiedad de las funciones continuas (pág. 174), 
si f'' (c) > O, entonces existe un entorno de c donde f'' tiene el mismo signo que su 
límite. Eligiendo x en dicho entorno, como z está entre c y x, resulta f''(z) > 0. 

Luego, en (1) es f(x) — f(c) »0. 


Considerando los valores anteriores, de (1) se obtiene: 


5 
б) « LIL э prog] «лол, 
Luego, In x = (х ~ (оо х Ад 06 
2 3 4 
cone < 10-5 si 1< x < 1,1. 
Por ejemplo, si elegimos x = 1,01, resulta: 


In 1,01 = 0,0099503 con 5 cifras decimales exactas, 


es decir, Es decir, para cualquier x perteneciente al entorno elegido de c, el valor f(x) es 
In 1,01 = 0,00995. mayor que f(c), lo que asegura que f(c) es el menor valor de f en el entorno, o sea, f(c) 
es mínimo local. 
EJERCICIOS 


1) Aproximar las siguientes funciones mediante polinomios de grado n, acotando el 
error que se comete al despreciar el término complementario: 


f: x — cos x n = 4 0=х=0,1 
9: x — sen х п = 5 0 < x = 0,2 


h:x— ex п = 4 0zxzx0, 


2) Hallar \/ e con 5 cifras decimales exactas. 


Análogamente, se prueba que si f'' (c) < 0, entonces f(c) es máximo local. 

O sea, llegamos nuevamente al criterio ya demostrado en la página 258. 

Pero dicho criterio no ofrece conclusiones para el caso en que la derivada se- 
gunda se anule en el punto considerado. А 

Еп ese caso podemos extender el desarrollo de Taylor соп п = 3. Como 
f'(c) = f'(c) = 0, obtenemos: 


3) Hallar cos m con 4 cifras decimales exactas. 

4) Hallar sen 0,5 con 5 cifras decimales exactas. 

5) Siendo In 3 = 1,0986, hallar In 4 con 4 cifras decimales exactas. 
Жэ 3 

1009 — с) = (2) Le 
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Veremos qué sucede si f''' (с) +0. 


Suponiendo que f'''(c) > 0, por la propiedad mencionada de las funciones соп 


nuas, es Ї''(2) > 0 en un entorno de c. Pero (x — c)? cambia de signo según х 88 
encuentre a izquierda o a derecha de c. 
Por lo tanto, 


f) - fi) = r) LEE 


eS positivo si x > c y negativo si x « c. О sea, f(c) no es extremo local. 


Algo similar sucede si f'''(6) «0. 

Por otra parte, como fuc) 
de inflexión, y la recta tangente atr 
flexión (con tangente horizontal). 

Si f'"(c) = 0, extendemos el desarroll 
razonamiento hecho en la primera parte, si f! 
si f" (c) < 0, entonces f(c) es máximo local. 

Generalizando las demostraciones anteriore 
Секс f^ - (c) = 0 л fi" (c) 
y habrá inflexión, en un punto donde 

O sea, si c es un punto interior 
das finitas continuas en C, que son 
#0, resulta: 


0 es condición necesaria para existencia de punto 
aviesa a la curva en (с; f(c)), este punto es de in- 


o de Taylor con п = 4. Con el mismo 
У(с) > 0, entonces f(c) es mínimo local, y 


S, vemos que si f'(c) = f''(c) = 
+ 0, entonces habrá extremo local si n es par 
la recta tangente es horizontal, si n es impar. 
8l dominio de f y la función f tiene n deriva- 
nulas hasta la orden (n — 1) inclusive, y Ёс) 
Si n es par y f'? (c) > 0, entonces f(c) es mínimo local; 
si n es par y f (c) < 0, entonces f(c) es máximo local. 
Finalmente, si n es impar, entonces (с; f(c)) es punto de inflexión. 


Ejemplo 1 


Seaf:x— xt + 2, 
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Vx: f'(x) = 4x3 ГО) = 0 
(х) = 12x? M io 
Р(х) = 24x Р(0) = 
fV(x) = 24 f" (0) = 24 


Сото el orden de Іа primera derivada que по se anula en el origen es cuatro, 
número par, y dicha derivada es positiva, la función tiene un mínimo local en 
X = 0. Es decir, (0) = 2 es un mínimo local. 


Ejemplo 2 


Sea f: x —^ (x - 3)5 ~ 1. 


Vx f(x) = 5(x - 3) ею 
f"(x) = 20(x - 3)? ed 
f"'(x) = 60(x - 3)? f"(3) = 0 
f"(x) = 120(x - 3) M3) = 0 
Mo) = 120 (3) = 120 


La primera derivada no nula en el punto 3 es la derivada quinta. Luego, hay in- 
flexión en el punto (3: 1). 


Ejemplo 3 


Sea f: x— -- (х - 3)! + 6. 


t() = —4(x -= 3)? мэр 
Бх) = -12(x - 3)? f'(3 = 0 
Р(х) = -24(x - 3) (8) = 0 
fV(x) = -24 fv(3) = -24 


n = 4, número par ^ f((3) < 0 = f(3) máximo local. 


315 


EJERCICIOS 


1) Hallar extremos locales, si existen, de las siguientes funciones: 
Ex>x%- 1 tx—(x-2)5-5 
g:x— -x8 +3 S: x>1g x — sen x 
х (х + 5)9 – 3 т:х-э 7х5 – 5 

2) Estudiar el comportamiento де f en el origen si 

f: x — х5 cos 2x + (1 — cos x) x 


3) Idem para f: x o tg x - мэ 


5 


V. Generalización del criterio para determinar la concavidad 


Consideremos nuevamente la fórmula de Taylor con término complementario de 
segundo grado: 
| ey? 
f) = (с) + (o) - с) « ft) LE, 


Osea, г,(х) = гш) LL 


Según se ha visto en la página 217), la ecuación de la recta tangente al gráfico 
de f en el punto (c;f(c)) es: 


t(x) = f(c) + f'(c) (x - с). 
Por lo tanto, 


f(x) - [ftc) + f(c) x - c)] = гш LL e (0) - 109 = fo LL ¿E 


Por consideraciones ya hechas en la sección anterior, en un entorno del punto с: 


Же 2 
(с) »02 tf"(2 > 0 => г) 97 >0 = f(x) - t(x) > 0. 
e significa que la curva está por encima de la recta tangente en el entorno 
elegido. 
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Se llega así a la misma conclusión obtenida anteriormente (pág. 272): si 
f" (c) > O, entonces existe un entorno de c donde la curva está ubicada encima de la 
recta tangente, o sea, es cóncava hacia arriba. | | 

Análogamente, si f''(c) < 0, el gráfico es cóncavo hacia abajo. 


La fórmula de Taylor permite generalizar la conclusión anterior ya conocida para 
el caso en que se anule la segunda derivada en el punto с. 

En efecto. basta extender el desarrollo hasta la primera derivada que no se anule 
en dicho punto. 


Sil (C) о = f" "(c) = O A #0 (с) 4 0, entonces la diferencia entre 
la ordenada de la curva y !a de la recta tangente está dada por el término comple- 
mentario: 


Si la derivada enésima es continua, el signo de f™(z) será el mismo de f"! (c), 
para x en un entorno conveniente. 

Si n es impar, el signo de r,(x) depende de la ubicación del punto x, a derecha 
о a izquierda del punto c. 

En efecto, (x — с)" es positivo para x a derecha de c y negativo para x a izquierda 
de c, y, cualquiera que sea el signo de f'" (c), el término r,(x) cambia de signo 
para x ubicado a derecha o a izquierda de c. Por lo tanto, de un lado la curva está por 
encima de la recta tangente y del otro por debajo de ella, es decir, en el punto (c; f(c)) 
la curva cambia el sentido de su concavidad. Se trata, entonces, de un punto de in- 
flexión. En este caso, si f'(c) 4 0, entonces en el punto de inflexión la recta tangente 
es oblicua. 

Si n es par, en cambio, el signo de r,(x) depende del signo de f!" (c), pues 


(x — с)" 
п! 


Vx: >0 six £c. 


Es decir. f™(c) > 0 indica que la curva es cóncava hacia arriba en (c; f(c)), y 
f" (c) < 0 indica que es cóncava hacia abajo en dicho punto. 
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EJERCICIOS 

1) Sentido de la concavidad de los gráficos siguientes en los puntos indicados: 
h:x— (x + 2) – Зх +4 enx = -2 
f:x— x8 + 2х — 1 enx = 0 
9: x= (х – 3)? (х + 1) + х епх = 3 
mix -xf – 4x3 — 6х2 — х - 1 епх = - 1 

2) Puntos de inflexión en los gráficos de las siguientes funciones: 
fx 2х3 - 1 g:xo (x - 1)3 (x - 2) 
hix—-2x^- Зх + 5 пих? = 4x + 5 


n: x — х7 – 4х3 s: х => sen x — х 


» VI. Contacto de curvas planas 


Consideraciones similares a las anteriores se pueden hacer respecto de los 
gráficos de dos funciones f y g que tienen en común el punto (c;f(c)), es decir, 
f(c) = g(o). 


Puede suceder que, además, f'(c) = g'(c), en cuyo caso los dos gráficos tienen 
la misma tangente en (c; f(c)). Se dice, en esta situación, que las curvas están en 
contacto en dicho punto. 

Si también es Ёс) = g”(c), el contacto es, por lo menos, de segundo orden. 
Será de segundo orden si, además, f”(c) + g" (c). 


Definición 


Dos curvas asociadas a funciones escalares tienen, en un punto comün, un con- 
. tacto de segundo orden si y sólo si las derivadas primera y segunda de las funcio- 
nes respectivas son iguales en dicho punto, y distintas y finitas, en el mismo punto, 
ias derivadas terceras. 

Consideremos dos funciones f y g que tienen derivada tercera continua en el 
punto c. Si se cumple: f(c) = g(c) ^ f(c) = gc) ^ fc) = g'(c) y además f”(c) + g”(c), 
entonces las curvas correspondientes tienen un contacto de segundo orden en 
el punto (c; f(c)). 
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Si aplicamos la fórmula de Taylor para un punto x en un entorno del punto c y 
paran = S, resulta: 


15) = (c) + f(c) (x - o) + E (x — c)? + D (x — ep 
^ 


80) = glc) + g'o) x - с) + LO  - o + 22 x - op 


ma шы 
3! ! 

Si es f”(c) + g'”(c) en un entorno conveniente también es f”(z) + 47 (2, y el 
signo de la resta f(x) — g(x) depende del signo de (x — cP. 

En este caso, entonces, las curvas se atraviesan en el punto (c; f(c)), pues 
f(x) — g(x) cambia de signo segün el punto x esté en el semientorno a derecha o a iz- 
quierda del punto c. 

Las consideraciones y las definiciones anteriores pueden generalizarse para un 
contacto de orden n. 


Restando ambas expresiones queda: f(x) — g(x) = (X — eT 


Definición 


Dos curvas correspondientes a funciones que tienen derivada de orden (n 1) 
en el punto c tienen un contacto de orden n en el punto (с; f(c)) si y sólo si coinciden 
los valores de las n primeras derivadas en el punto c y existen y son diferentes las de- 
rivadas de orden (n + 1) en dicho punto. 

En este caso, si f^*" y 07+" son continuas, рог la fórmula de Taylor es: 
89532) - 00-12 
09-80) = ко)" [70-8 —9.]. 

Luego, si n es un número par, como (n + 1) resulta impar, la diferencia (f(x) — g(x)) 
cambia de signo a derecha e izquierda del punto c y las curvas se atraviesan en el 
punto (c; f(c)). 

Si en cambio n es impar, como (n + 1) resulta par, la diferencia (109 — 9(х)) 
no cambia de signo en un entorno del punto c y las curvas no se atraviesan en el 
punto (c; f(c)). 


Ejemplo 


Consideremos las funciones 


2х + 1 


: ES : 3 
ЕЁх-эх- 14 "2 y д:х— 4 - 4х + — + 2°, 
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Parac = 1, ев (с) = g(c) = 5. 
Calculemos la derivada primera de cada función. Resulta Ух +0: 


EN ы 2 
fo) = 1+ 2x БОХ 1) EXC 2x* + 2x 
x x4 
A 
god жыз шз de 
x 

Por lo tanto, (1) = g'(1) = -3. 

Si derivamos nuevamente es: 

fo) = (—4x — 2) х* — 4X39(-2x? -2x) | 4х5 - 6x? _ 4x + 6 

7 х8 x? x? 

2, 6 

g (x) Te — + 4. 
x 
Resulta f"(1) = g'(1) = 10. 
Al calcular la tercera derivada de ambas funciones se obtiene: 
Реб) = 4x* — Ax (Ax + 6) _ -12x%-24x8 _ -12x - 24 
x8 x8 x2 
^ 
870) ---8. 
Resulta 


f'U(1) = -36 2, es 
б cA С чт. 


| Por lo tanto, las curvas tienen un contacto de segundo orden y se агга- 
viesan en el punto (1; 5). 


EJERCICIOS 
1) Orden de contacto de los gráficos de las siguientes funciones para с 


2х + 1 
х? 


= 1. 
ГПХх-х-1- 


g: x -x? + 5(x - Dess 
X 


2) Orden de contacto enc = 2 para: 


fi x— x? - 4х + 7 Qg:x— x? 2x 1 


€ VI. Curva osculatriz 


Si se considera el gráfico de una función f y un punto (c: fíc)) del mismo, otra 
curva, de una familia determinada, es la curva osculatriz al gráfico en ese punto si es 
la que tiene el contacto de orden más elevado con el gráfico. 

Por ejemplo, si la función f tiene derivadas f' y f”, el polinomio 
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р(х) = f(c) + Р(с) (x с) + к (x — cy), 

cuyo gráfico es una parábola de eje vertical, tiene, al menos, contacto de segundo 
orden con la curva asociada a f. Es, por lo tanto, la parábola osculatriz. (Cualquier 
otra parábola cuadrática que pase por el punto (с; Ко) tiene, a lo sumo, un contac- 
to de primer orden con el gráfico de f.) 

Gi se consideran las circunferencias que pasan por el punto (c; f(c)), interesa, 
en especial, aquella que tiene contacto de segundo orden con el gráfico de f. 

Esa circunferencia es la circunferencia osculatriz y su radio recibe el nombre de 
radio de curvatura en el punto considerado. 

La circunferencia osculatriz puede determinarse considerando que la expresión 
que la define tiene dos derivadas coincidentes con f y f'' en el punto c. 

Sea (x — Xp)? + (y – уо)? = r? (1) la ecuación de la circunferencia osculatriz 
buscada, donde (xo; yo) es el centro у г el radio. 


P4 
(Xo; Yo)« — -- 
VM X — Xo 


Consideremos sólo un arco de circunferencia correspondiente a un entorno de 
c, con el objeto de que sea efectivamente la curva de una función (ya que la circun- 
ferencia completa no lo es). 


En un entorno tal como el que acabamos de mencionar es: 


(у – yo)? = r2- (х - xo)? por (1). 
Derivando: 
2(y — yo)y' = -2(x — xo) 
(у -yoy' = -(x-x (2). 


Derivando nuevamente: 


(Y -= Yoy" + y? = -1. 


x o ан 
Luego, Y - Yo = So (3) > Yo = Y+ у siy” +0. 
Reemplazando (3) en (2): 
„їз? 1+у'? 


X— Xo = y (4) = xo = x-y' 


у” y" 
Para encontrar el radio se reemplazan los valores (3) y (4) en (1): 
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2\2 1 +у'2)2 1 + у'2)2 
ү луу. ү мысы USUS I oe v E а сё алан vie ) (у2+ 1) = г? = 
Y MAYO a ( = (xy 
y"? й ГА 


Luego, si existe la circunferencia osculatriz al gráfico de f en el punto (c; f(c) 
y tiene centro (Xp; ус) y radio r, es: 


, 2 ‚2 ‚2үз/2 
AY уу (1 ty ) , Yo zuyd EE ty r= у 
у у ly] 


donde x = с, y= f(c), y = f(c), у” = Р"). 


Xo = X 


r es el radio de curvatura en el punto y su recíproco, si existe, es la curvatura de 
la curva en el punto considerado (en valor absoluto). El punto (xo; yg) es el centro de 
curvatura. 


Nota: Si se considera que la inclinación o de la recta tangente a una curva en ип 
punto depende de la longitud s del arco correspondiente, puede definirse la curvatura 


А а : 
en un punto como la derivada тос еп el punto considerado. Se llega, por este са» 


mino, a la misma fórmula anterior. 


Ejemplo 


Circunferencia osculatriz al gráfico de f: x — x? en (1: 1). 
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= = 
х ж 
II lI 
N N 
x 
шалдан 
cuc ey: 
lI II 
N N 


а ЕЕЕ 

A 1 + 22 7 (хо; Уо) = (-&——) 
Yo = уан = сог 
y (2432 5У5 

2 2 
En este caso, | = | = 2У 5 
r 25 

Además, K = =>. pues f''(1) > 0. 

EJERCICIOS 


1) Circunferencia osculatriz al gráfico de: 
Fx x? + 1en (1; 2), g: x 9 x* - 3x en (1; -2). 
2) Curvatura del gráfico de f: x > x? — Зх + 5 en (2; 7), 


) 


g: x— x° en ( 


œ| = 


cp 
2 
3) Curvatura de f: x "^ sen x para х = 2 


4) Radio de curvatura de f: x — 4 sen х — sen 2x para x = 7. 
2 


5) Centro y radio de curvatura rs f: x — e* en (0; 1). 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPITULO 8 
Sección | 
1) р(х) = (x + 1) – З(х + 1)? + 2{х + 1)? - 5(x + 1) - 1 
2) р(х) = 3(x - 2)? + 5(x - 2? - 2(x - 2) + 7 
Sección II 
д i n-1 
1) ex = Уу gi e e z entre 0 y x 
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2 52140 ZAS 
2) senx = 1 - (x - Z) + (x - 3) - с (7 E) z entre ху 7 


2 2 24 2 120 
Е х? x^ COSZ ç | 
3) cosx = ПЕ 4i eee z entre x y 0 
RES 2 E. 3 e" 4 23 5 
4) Inx = (x )- 9 хутаг кор z entre x y 1 


Ш 


arc tg х dene gel (х-1)- 


4 12 (z? + 1) 


cosecx = v2- 2 (< - 2), 22 (1-2) - 


_ 5 ssen2 z cos z + 6 cos3 z (х Ё =) 
4 


6 sen^z 
3 5 7 
5) 588322 кет = соз zer 
2 4 5 
IX СЭ 
cosx = 1 "or mue 2-1 
2 2 3 3 
sss E ресс a 2, х 
2! costz 6 
M E E EUR ХЗ £e EO 
2! 3! 4! 
Sección Ill 
x? х“ 1 
1) cosx = 1 discs + Т [rol 120-105 «10 7 
3 5 
шилэх Ч Е = [rg] < 10 7 
x? x3 х“ 1 
ех == 1 + 96 + E r UNI ED E 5 
оды apo чк жуш 


2) Consideramos la fórmula de Maclaurin para e* con x = E y п=6 


ыг ОНЫ Эрт үйл O pus 
Oran cq 22 In pe 029 nrc pim» 50 
X 2 z(2) +.) (2) O) 
PE (iy = 1,64872 con | <= « 10-5 
720 V2 i й 322.560 
3) cos E = 0,8660 | « 10 * 
4) ѕеп0,5 = 0,47942 [r;| < 10 $ 
1 1 1 1 1 1 
52120223 LAA t IE £ 
) 3 в 81 324 1215 4374. 19862 
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(x - 1)*z(z? - 1) 


Sección IV 
1) f(0) mínimo local g(0) máximo local h: no hay 
s: no hay t(2) = 5 mínimo local m: no hay 


2) (0) = f'(0) «f'(0 = 0 a (0) = 12202 f(0) mínimo local 
3) f'(0) f"(0) = Ол (0) #0 = (0; 0) punto de inflexión 


Sección V 


1) f: hacia arriba g: hacia arriba h: hacia arriba 


m: hacia abajo 


3 1 
(0; – (13 —;——— : : (0; 
2) К(0:-1) 9: 1:9) y (7: -—) hinohay т: (0;5) 
п: (0; 0) S: puntos de abscisa 2nz con n € Z 
Sección VI 
1) tercer orden 
2) no hay contacto 
Sección VII 
9 _ 5.5 
us ( 2) O 
(2) 2225 
6 6 6 
ЗУ 82 192 
2) fs de os 
1681 9 125 
3) K = -1 
4) = эу 5 
4 
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9. SUCESIONES NUMÉRICAS 


La palabra sucesión se utiliza con frecuencia en el lenguaje cotidiano y tiene el 
mismo significado que en matemática, o sea, el de un conjunto ordenado de elemen- 
tos. Así, se habla de la sucesión de los días o de la sucesión de los números naturales 
con la misma interpretación intuitiva. 

Al considerar una sucesión de elementos se conoce cuál es el lugar que ocupa 
cada uno mediante una regla o reglas que permiten ubicarlo. Hay un primer término al 
cual generalmente se designa a,, un segundo término а», un término enésimo o ge- 
neral a,, etcétera. 

La sucesión suele abreviarse: 


(a). = (атарда аш u u s: ластан кты 2) 


y los puntos sucesivos finales indican que consideramos sucesiones de infinitos tér- 
minos. 


Ejemplos 
а) = (t cd: E. ) donde VneN:a, = — 
3 Ug) га, = = 
T | 1\" 
b = (- EG TAS -85-3) Ё = кес 
(ba) BN , donde VneN:b, ( >) 
Cc, = n- 1 sinespar 
(Ca) = (2; 1;4;3;6;5; ...), donde Vn e N: 
с = п + 1 sinesimpar 
d, = 4 sin=1 
(d) = (4; 2; 0; -2:; -4; ..., — donde Vn € N: 


t dí = dr y -2 sin>1 


En este último ejemplo la sucesión se ha definido por recurrencia, es decir, me- 
diante reglas que permiten obtener cada término a partir de los anteriores. 

La sucesión de Fibonacci: (x,) = (1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...) se define también por 
recurrencia haciendo ` 
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I. Sucesiones numéricas 


Se observa en los ejemplos anteriores que a cada número natural le corresponde 
un término de la sucesión y solamente uno, y que los términos de la sucesión pueden 
ser elementos de cualquier conjunto. 

Por lo tanto, una sucesión infinita es un caso particular de función cuyo dominio 
es el conjunto de los números naturales (sucesión numerable). 

Nos interesan especialmente las sucesiones de números reales, es decir, aque- 
llas cuyo recorrido está formado por números reales, o sea, las funciones del tipo 
s: N— R donde D, = Ny Вес; с R. 


Es decir, 1 2 3 4 MU US Don ee 
LR A E nm: L 
а, а, аз а, а, ........ атут 
Definición 


Una sucesión numérica es una función cuyo dominio es el conjunto de los núme- 
ros naturaies y cuyo recorrido está incluido en el conjunto de los números reales. 


S:N— R/VneN:s(n) = a, 


Consideremos la sucesión s / Vn € N: s(n) = 
fica es la siguiente: 


, cuya representación grá- 


Como ya se ha dicho, la sucesión suele indicarse 
(an) = (а; а; ...;а.;...). 


En el ejemplo considerado es: 
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ёоо (zi: 20 ) 


y es usual, en lugar del gráfico anterior, representar directamente sus términos sobre 
la recta real de la siguiente manera: 


а, 
‚...аваала» a; 


1 TE SYA 3 
65.4 3 2 


Сото ya se ha indicado, una sucesión tiene infinitos términos, pero todos ellos 
pueden tener el mismo valor, como sucede en 


(ат A ). 


En este caso el recorrido de la sucesión es el conjunto unitario {1}. 
Dos sucesiones son iguales si sus términos coinciden ordenadamente, es decir: 
(an) = (ba) = VneN:a, = b, 


La igualdad de sucesiones no debe confundirse con la de sus recorridos. 
Por ejemplo. si (a,) = (1;0; 1;0;...... ) y (0) = (0; 1; 0; 1;...) 
(an) + (ba) pero Rec, = Весь = {0,1}. 


Sucesiones acotadas 


El número real k es una cota superior de la sucesión (a,) si y sólo si Vn € N: a, К. 

Análogamente, К’ es cota inferior si y sólo si Vn € N: a, > к’. 

Una sucesión numérica que admite cotas superiores está acotada superior- 
mente, y si admite cotas inferiores está acotada inferiormente. 

Si una sucesión admite cotas inferiores y cotas superiores se dice que está 
acotada. 

La mayor de las cotas inferiores es el extremo inferior o ínfimo de la sucesión, y 
la menor de las cotas superiores es el extremo superior o supremo de la sucesión, 
según las definiciones ya conocidas. 


Ejemplos 
(an) = (1;2;3;4; ...; п; ...) es una sucesión acotada inferiormente. 1 es el 
ínfimo. 
(ba) = (-2;-3;-4; -5; ...; -n; ...) es una sucesión acotada superior- 
mente. — 2 es el supremo. 
(с) = (1; > i EE ms E ...) es una sucesión acotada. 1 es el supremo y 
n 


0 es el ínfimo. 


EJERCICIOS 
1) Escribir cuatro términos de cada una de las siguientes sucesiones: 
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(a= (CE) on = (F) еә (527 


2n Ап2 + 3 


2) Escribir el término general de cada una de las siguientes sucesiones: 


(an) = (9; -27; 81; —243; ...) (ba) = ("5 123 5) 


; 2'4'8' e 
(c) -1(-1:1:-1:1,....) 


3) Indicar cotas y extremos de las siguientes sucesiones: 


(э) m- (50)  e-(Cu) 


(2;1;2:;1; ...) (e) = (-u tu -4- 1-4; 25) 


(an) 


(dn) 


Il. Punto de aglomeración 


Consideremos las siguientes sucesiones numéricas: 
(an) = (1;0;-1;1;0;-1;...) 


E E E E 2 x) 
(0) = (3:1:3:4:3:4:3:4:.... 
(сь) = (1; – 1; 2; –2;3; -3; ..... ) 

En (a,) hay infinitos subíndices п para los cuales a, = 1. En efecto, a, = 
= а, = аз = .... = 1. Análogamente, hay infinitos subíndices n para los cuales 
a, = Оу también infinitos subíndices n para los cuales a, = -— 1. Es decir, elegido 


un entorno cualquiera del punto 1, hay infinitos valores de n para los cuales a, perte- 
nece a dicho entorno. Lo mismo sucede para todo entorno del punto 0 y para todo en- 
torno del punto —1. 

Esta propiedad se indica diciendo que 1, 0 y —1 son puntos de aglomeración de 
la sucesión (a,). 

En general, un punto es de aglomeración si, prefijado cualquier entorno del mis- 
mo, hay infinitos valores de n para los cuales a, pertenece a dicho entorno. Obsér- 
vese que, a diferencia de lo exigido al definir punto de acumulación de un conjunto, 
el entorno que se elige no es un entorno reducido. 

En el ejemplo elegido, ninguno de los puntos de aglomeración es, al mismo tiem- 
po, punto de acumulación del recorrido de (a,,). 


En (b,) hay dos puntos de aglomeración: 3 y O. En este caso, 0 es, además, pun- 
to de acumulación del recorrido. 


En (c,) no hay ningún punto de aglomeración. 


Definición 
El punto a es un punto de aglomeración de la sucesión (an) si y sólo si, elegido 


cualquier número positivo e, existen infinitos valores de n para los cuales se verifica 
lan = al < e. 
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Esto significa exigir que existan infinitos subíndices n para los cuales, prefijado 
un entorno de a, se cumple que a, pertenece a dicho entorno. 

Interesan especialmente las sucesiones acotadas que tienen un único punto de 
aglomeración, el que se denomina límite de la sucesión. 


EJERCICIOS 


1) Hallar los puntos de aglomeración de cada una de las siguientes sucesiones: 


(d) = (titii e) (b) = (1;2;3;4;...) 
(у (a) = (2) 

(e) = (1) t» = (C27) 

о = (527) т = (22) 
id = (ull... uni i...) «GL 


2) Considerar el recorrido de cada una de las sucesiones anteriores y hallar sus 
puntos de acumulación. 


3) Dar ejemplos de: 
a) sucesión acotada con dos puntos de aglomeración y ningún punto de acumu- 
lación en el recorrido; 
b) sucesión no acotada con punto de aglomeración único; 
c) sucesión acotada con dos puntos de acumulación en el recorrido; 


d) sucesión no acotada con dos puntos de aglomeración y un punto de acumu- 
lación en el recorrido. : 


4) Contestar Verdadero o Falso: Una sucesión puede tener infinitos puntos de aglo- 
meración. Justificar. 


III. Límite de sucesiones 


А! definir sucesión como caso particular de función se pone de manifiesto que es 
posible considerar las definiciones ya dadas para límite de funciones y adaptarlas a 
restricciones de dichas funciones, cuyo dominio es el conjunto de los números natu- 
rales. 

Por otra parte, en la idea intuitiva de límite, considerada en la página 122, 
ya aparece la idea de sucesión. Cuando x "se aproxima” al punto de acumula- 


ción a, se consideran números Xo X% Xs, . . . cada vez más próximos al número a. 
En ese caso, los valores correspondientes de la función: f(x ), fO), 105), ... se 
aproximan al límite /. 


Es decir, se han puesto en evidencia dos sucesiones de números reales: 


(Х,) = (Х{ Хә Хз; ..... ) 
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y (х) = (fa): 002) (хз): ....), 

rimera con límite finito a y la segunda con límite finito 4. SRL | 
з Por habernos detenido en consideraciones previas al estudiar límite funcional, 
analogía con límite de sucesiones nos lleva a dar directamente las definiciones 
rrespondientes. 


Bucesión convergente 


Dofinición 


Una sucesión numérica (a,) tiene límite finito « si y sólo si, para cualquier núme- 
ro positivo e, existe un número positivo 6 que depende de e tal que Vn: (NENA 
A n>ë > |a, = (1 < e). 

Se indica: lim a, = ( = v>035€)>0/Vn:(neN ^ п>ё = 


= la, - (| < e). 


Una sucesión es convergente si y sólo si su límite es finito. En el caso conside- 
rado, la sucesión (a,) converge al número 6. —— Мы ! | 

Obsérvese que el límite finito de una sucesión corresponde al límite funcional: 
lim , f(x) = f. | 

Gráficamente, prefijado un entorno cualquiera de ё de radio €, es posible deter- 
minar un número 6 tal que los términos a, de la sucesión que verifican n > 6 perte- 
necen a dicho entorno. (Encontrado un nümero 8 que satisface la condición propues- 
ta, cualquier número positivo 5' > ó también la satisface.) 


Obsérvese que una sucesión tiene límite finito € si y sólo si, para cualquier € Z 0, 
en el intervalo (6 — €; + €) están todos los términos de la sucesión con excepción 


Ар Жн i N). 
de un número finito de ellos (6 términos 5! 5 €i " 

Es decir, el límite es punto de aglomeracion de la sucesión, pero además es el 
ünico punto de aglomeración. | " | 

Obsérvese también que la definición de límite es más fuerte que la de punto de 
aglomeración. En efecto, la existencia de límite finito implica la existencia de punto de 
aglomeración único, pero el recíproco es falso. El contraejemplo lo dan sucesiones 
que tienen punto de aglomeración único pero no están acotadas, como se vera mas 
adelante. 


Ejemplo 1 


" 1 3 
Consideremos la sucesión (=) = (1: 


Probaremos que lím a, = 0. 
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1 
Nos preguntamos si Ve >035>0/ (п> > 7-0] <<) 


1 
1 < a; «сэ > — 
|<= —<є п 1 
Como п> 0.7 n € 


ie e лл 2 
Luego, siô = —, n > ô 2 Те Е є > is E a <є= 


> IL 0]<e= lim = D. 
n n 


resulta ¿ = 1000 y puede asegurarse que 


: : ? 3 1 
En particular, si se elige € = 10007 


, inclusive, la 


1 y Does. Е 
“10007 о sea, a partir del término a, 1001 
diferencia entre cualquier término de la sucesión y el número 0 es menor que 0,001. 


para n > 1000 es |а„| < 


Ejemplo 2 


: 3n +1 y 
Probaremos que lim (==) = 3. 


O sea, debemos probar que 


Зп + 1 
Ve >035>0/(nen лпэбэ | 2:4--3|-4) 


Realizamos algunos cálculos auxiliares que nos permitan proponer ип 8 adecua- 
do a las exigencias de la definición. 


1-5! — Зиг 
€ € 


с ELA З - | [=n+2> 
cA; | 8033 - a |< eo єє 


Proponemos ó = 3 y verificamos que satisface la definición: 


5 5 ; F 23 
ср ы о пс усе € ERU 


3n + 1 


-3|<e. 
n+2 


| 5 
* Obsérvese que si bien n + 2 > 3 = п >= - 2, no podemos elegir ё = зр 2, 


: З 5 5 
pues Ve > 0 debe ser 3 > 0. En cambio, al elegir $ A еѕё > Оуп> y = 


= co 
€ 
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Ejemplo 3 
Demostrar іт 2-4 ——) - H 
C.A.: E 2 SE. пэ] < € = sn - 2 > 2 сапы! ,2 
Proponemos ё = 562 + 4 
п-ве > 5023-2232 Sn -2> 22 
el coro E 


Sucesión divergente 


Hay algunas sucesiones, como la de los números naturales, que no tienen límite 
finito, pero sus términos, a partir de uno de ellos, superan a cualquier número positivo 
que se elija. En otros casos 105 términos de una sucesión, como la de los números en- 
teros negativos, superan en valor absoluto, a partir de uno de ellos, a cualquier núme- 
ro positivo e que se elija. Estas sucesiones tienen límite infinito. 


Definición 


Una sucesión (a,) tiene límite infinito si y sólo si, para cualquier número positi- 
vo €, existe un número positivo 6 que depende de e tal que Vn: (ne N ^ n» 8 
> |а| > є). 

Se indica іта, = х. 

` Una sucesión es divergente si y sólo si su límite es infinito*. Este caso corres- 

ponde al límite funcional йт. f(x) = х. 

Para precisar conceptos, igual que se hizo para límite infinito de funciones, es 
preferible considerar separadamente el caso en que la sucesión numérica diverge 
CIO к=; 


lma, = -хє» ve»503á >0/Vn:(neN , n> => a, > є). 


та, = -== WV>038>0/Vn:(neN an> => а, < - є). 


аке Уллы An —€ dar 3 0 


* Algunos autores prefieren llamar sucesión divergente a cualquier sucesión que no es conver- 
gente. 
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En ambos casos las sucesiones son divergentes. 


Ejemplo 1 


Sea la sucesión (n?) = (1; 4; 9; ...... ). 
Nos preguntamos si Ve > 0386 > 0/ (n >ó = n2 > e). 
Para cualquier número є > O basta determinar $ > v € , pues 


n>V e= п> є іта, «х. 


Ejemplo 2 


Sea la sucesión (-20) = (-2:-4:-6:-8,...... ). 
¿We>0 38 >0/(n>8 = -2n« - €)? 
Сото 2n > є = n> 2 para cada € > 0 basta determinar 6 = zt 


En efecto, n > ё => n> э 2n» € > -2n«-€2 lím(-2n) = —=. 


Ejemplo 3 
Sea la sucesión ((-1)7-0) = (—1;2; -3:4:-5,...... ). 
¿We >035>0/(п> ё = |(-1)'n] = | = n> є)? 


Para cualquier є > O basta determinar ó = e, pues 


n»82n»ez (-1In]>eé > lim((-1)%n) = х. 


Ejemplo 4 
(reed єє E ша 
50-02 € 5>0/Wm: (neN a п>ё > ——P е). 


С.Алп2-1»с(58-2)с» п? – 5пє > 2є + 1 e» n(n - 5e) > 2e + 1. 
Proponemos ô > 7e + 1. 


n> = n>7e+1= n-5€e>2e+1= ní(n- 5є) > 2є + 1 э 


> п2 – 5пє> 26+ 1 > п? ~ 1р є (5п + 2) > Шинса е 
5п +2 5 


Sucesión oscilante 


Una sucesión es oscilante si y sólo si no tiene límite finito ni infinito. 


Por ei БУ n+1 au 4 5 
ejemplo, la sucesión (11-24) 2 (-2: ia x. 2 no 
n 2 3 4 5 


tiene límite finito ni infinito. 
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En efecto, prefijado cualquier entorno del número 1, en él hay infinitos términos 
de la sucesión. Pero lo mismo sucede con el número - 1. Luego, no se verifica ni la 
definición de límite infinito ni la de límite finito. 

1 y – 1 son dos puntos de aglomeración de la sucesión propuesta. 

Obsérvese que una sucesión oscilante tiene, por lo menos, un punto de aglo- 
meración. : 


La sucesión oscilante (а„) = (0; 1; 5; 0; 1; 5; 0; ....) tiene tres puntos de aglo- 
meración 0,1 y 5. La oscilación es finita. 
La sucesión oscilante (b,) = (0; 1; 0; 2; 0; 3; 0; 4; ....) tiene un solo punto de 


agiomeración O. En este caso la oscilación es infinita. 

Obsérvese también que no basta la unicidad del punto de aglomeración, como 
en el ejemplo anterior, para asegurar la convergencia de la sucesión. 

Como ya se ha dicho al comienzo, el límite de una sucesión corresponde a un 
caso especial de límite funcional y pueden demostrarse propiedades análogas a las 
ya probadas para dicho límite. 

El método de demostración es totalmente similar al utilizado en el capítulo 3 y 
da validez a las siguientes propiedades de sucesiones convergentes: 


1. El límite de una sucesión númerica, si existe, es único. 

2. Si (an) y (bn) son sucesiones convergentes, entonces (a, + b,) también es con- 
vergente y su límite es la suma (resta) de los límites. 
Es decir, lim(a, + ba) = італ) + lím(b,). 

3. Si (an) y (0,) convergen, entonces el límite del producto de ambas sucesiones 
es el producto de los límites. 
Es decir, lím(a, - bn) = lim (a) lim(b,). 

4. Si (an) y (bn) convergen y іт b, + 0, entonces el límite del cociente, cuando es- 
te cociente existe, es el cociente de los límites. 


! ап lím(a,) 
O sea, lim эу) ел TUE 
5. Si (a,) converge, entonces límia,| = |та. 
6. Silim(a,) = £ yes € 2 k, entonces existe un número natural 8 tal que a, 2 k 


sin > ё. 
7. Si (an) у (bn) convergen y Vn: a, > b,, entonces lím(a,) = lím (b, ). 


8. Si (a) у (c) convergen al mismo límite £ y Vn: a, < b, < c, entonces (0,) conver- 
ge y su límite es £. 


En todas las demostraciones anteriores a cargo del lector téngase en cuenta la 
siguiente consideración: si 8 es el número que corresponde en la definición de límite 
para (a,) y & el de (b), las propiedades comunes a ambas sucesiones serán válidas 
a partir del mayor de ellos. Por ejemplo, si ë > ô’, serán válidas a partir de n > 6. 


EJERCICIOS 
1) Probar las propiedades de sucesiones convergentes enunciadas en esta página. 
2) Probarquesilim a, — O y (b,) es una sucesión acotada, entonces іт (a, : Dn) = 0. 


3) Aplicando la definición de límite finito o infinito de una sucesión, hallar para cualquier 
є > 0 en cada uno de los casos siguientes y probar así que: 
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-— 
м. 
li 
e 
g 
5 
— 
Р 
+ 
-— 


Oo 
~ 
3 
— ул. T 
3 
N 
EE бас 
—Á 
Ш 
o 
o 
3 
— 
N 
Ls 
мм сс м. 
о 


: 
: n-3 m Р п 

e) lím ) =ч f) lim (> 1 

0) lím (=) =.” h) lím (3n + 1) = += 

i) ит (n2 + 3) = +% j) lím (5 — n?) = -œ 


4) Si existe, calcular el límite de cada una de las siguientes sucesiones: 


(a) = (Vn+1-Vn) PUES = 
2 зү — rw PES 
(Cn) (1) (a) = ( M) 
E 2n | (m3-1 
ед = (25) (7 C) 
A 2n п +1 Зп 
9) = (2% - ons) nus Cer) 
_ (4n?- 1 S 
t) = (273) e) (VE) 
(14) = (Vanta = n) (in) (aryna Va) 
5) Indicar el carácter de cada una de las siguientes sucesiones: 
a К 1 si n es impar 
(a) = {с .) (b,) = Син 
girig (1) 1 эе SHEEP par 


E Eyre wear! 


6) Contestar Verdadero o Falso, justificando la respuesta: 


а) toda sucesión tiene un punto de aglomeración; 


b) si una sucesión converge, entonces tiene punto de aglomeración ünico; 
C) si una sucesión tiene punto de aglomeración ünico, entonces converge. 


IV. Sucesiones monótonas 


Una sucesión numérica (a,) es creciente si y sólo si 
Ул є М: (84 шар, 1), 


y es estrictamente creciente si y sólo si 
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VneN: (a, « an, 1). 


Análogamente, (a,) sucesión decreciente сэ Vn € №: (an => an. 1) 
y (an) estrictamente decreciente 
€» VneN: (a, > an. :). 


Las sucesiones crecientes o decrecientes se denominan monótonas. 
Ejemplo 1 


Verificar que la sucesión (a,) = (==) es estrictamente decreciente. 


Escribimos primero algunos términos de la sucesión: 


Ё: . 11, 16, 21, 26. 
(an) = (в; 2 , 3 , 4 , oy! БУРИ ) 


—————————————————^7 


5.... 16/3 11/2 6 
5n + 1 5(n +1) +1 
Bp ОЧА ЕЕ ЫН 
Resulta а OS = 5 + 1 
Dé: n post n4 1 


Obsérvemos que: 


nanat LA ! zB c pe 1 
n п +1 n + 


> ар» Аар, 


y la sucesión dada decrece estrictamente. 
Vemos también que la sucesión está acotada, siendo 6 el supremo y 5 el ínfimo. 
Además lím(a,) = 5. O sea, que (a,) es una sucesión decreciente y acotada 
que converge a su ínfimo. 


Ejemplo 2 


n? : : 
5 es estrictamente creciente. 


Verificar que la sucesión (0,) = ( ЫН 


Escribimos algunostérminos: 


e)- (esos) 


AD = —Ə  --— .N 
n+5 nes n+6 


Queremos probar Vn e N: b, < b... 1 
Vemos que: 
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b,<b 


сэ n?(n + 6) < (n? + 2n + 1) (n + 5) e» 


nar 


сэ nš + 6n? < n? + 7n? + 11n + 5. 
Por lo tanto, sabiendo que: 
n? = n? 4 6n2<7n2 A Q < 11п + 5, 


si sumamos miembro a miembro resulta Vn € N: b, < ba., y la sucesión es estric- 
tamente creciente. 
Esta sucesión no está acotada y diverge a +=. 


Ejemplo 3 


En forma análoga a las anteriores puede verificarse que la sucesión (ca) = 


n-i : 
= ( ü ) es creciente, está acotada y converge a su supremo, que es el nümero 1. 
Ejemplo 4 


x 2n+ 5 
La sucesión (d,) = (En x EE) no es monótona, está acotada y es 
oscilante. 


Lo mismo sucede con la sucesión (е„ = (зеп 22) 


Vemos entonces que una sucesión acotada puede tener o no límite finito. Sin 
embargo, si la sucesión acotada es además monótona, entonces puede asegurarse 
la existencia de límite finito. 


Esta importante propiedad la demostraremos en el siguiente teorema. 


Teorema fundamental 


Una sucesión monótona está acotada si y sólo si es convergente. 


Primera parte: Si una sucesión es convergente, entonces está acotada. 


Demostración 


Por hipótesis, lím a, = €, lo cual implica que 
Ve>035>0/]la, – €£|<esin>8. 


Elijamos e = 1 
Por una propiedad del valor absoluto (pág. 17), es: 


EN < [e] = la, P є. 
Luego, la,| - |£] < 1ѕіп> 8 


y (а4|«1-1 | = кяп»8 (1). 
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Hay, además, un número finito de términos de la sucesión: ач: a5; ...; а, _ ,, 
los cuales no se verifica necesariamente la relación anterior. 

беа a,, entre ellos, el que tiene mayor módulo. (Si la sucesión es creciente, de 
Inos positivos, a, = а, ,.) 


Puede elegirse k' / jap] < k’. 
Luego, |а,| <k' si nx ë (2). 


Sea, por ejemplo, К > К”; de (1) y (2) resulta Vn: |ад| < k y la sucesión está aco- 
lada. 

Este teorema es análogo al demostrado en la página 132 para límite fun- 
&lonal y se cumple, aunque la sucesión no sea monótona, de acuerdo con la 
demostración anterior. 

Segunda parte: Si una sucesión monótona está acotada, entonces es conver- 
fonte. Consideramos el caso de una sucesión creciente acotada superiormente. (Ob- 
hórvese que si una sucesión creciente está acotada superiormente, está acotada, 
pues a, es ei extremo inferior.) 


Demostración 


Si la sucesión está acotada superiormente, como sus términos son nümeros 
reales, por el axioma de continuidad de R existe un número real £ que es el extremo 
superior o supremo. Demostraremos que ё es, precisamente, el límite de ia sucesión. 

Consideramos un entorno cualquiera de 2 de radioe/£ — e < € < é + є. 


£—€ € l+€ 
a, a> A3=----Bn-1 сар аһ +1... 


Si 2 es el supremo de la sucesión, Vn: a, < £ < £ + є, 


es decir, Vn: a, < 2+є (1) 

Además, #—є no es cota superior, pues es menor que el supremo €; luego, 
existe ô € N/a; > £-€ 

Como la sucesión es creciente, n > ô = а, >= а, > £-€ 

Luego, 6—€.c a, sin» ë (2). 

Sin > 6 se cumplen simultáneamente las relaciones (1) y (2), es decir, si n 6, 
entonces £—€ < a, < £4 € 

Por lo tanto, € es el límite de la sucesión (a, ). 

Para una sucesión decreciente acotada inferiormente, la demostración es aná- 
loga respecto del ínfimo. 


9 EI nümerc e 


Como aplicación del teorema anterior se deduce que la sucesión (ад) = 
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n 
= (4 3 2) ) es convergente. 


Para ello basta probar que es creciente y está acotada. Para demostrar que es 
una sucesión creciente se aplica la fórmula del binomio de Newton para cualquier nú- 
mero natural n. 


n эь 
Resulta a, = 1+2) сг үрээ ceno Ip In 
п n 2! E 
тазаа. EN AA _1_ 
3! n? n! n? 


Efectuando operaciones, es: 


às te en (1- 4) + 4- 120-2) ДА 2 
-1(1-4) оо 2-4) (1). 


Si m > n, en la sucesión resulta am > a,, pues cada uno de los sumandos de la 
expresión (1) es positivo. 

Es decir, à, < ap < a4 < ...... а т ‚ y la sucesión (a,) es estricta- 
mente creciente. 

Falta verificar, además, que está acotada superiormente. 

De la expresión (1) se deduce: 


1 1 1 1 1 1 
fou esci = о k 


1 То 
ES la suma de los términos 


n 
iG) cx 
з, 2 2 1 
qos КЁ 1 
2 2 


Por lo tanto, Vn e N: a, = 1 + 5, < 3, y la sucesión creciente está acotada 
superiormentə. 
Luego, tiene límite finito y puede darse la siguiente definición: 


PET 
e = liml1 + — = 
т (1 =) (е = 2,718281.....). 


n 
Se ha considerado solamente la sucesión (c + 4) ) соп п є М. 
: n 


Puede demostrarse también, en general, si x varía en el campo real, que 
й PAS 
lim, (1 +2) = е. 
х 
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De la expresión anterior se deduce de inmediato que 


х 
lm, (1 +2) = en: 
x 


5 4 B x 
Para ello basta considerar la variable auxiliaru = ^ 
$ Teorema de los intervalos encajados 


Sean (a,) y (bn) dos sucesiones monótonas, la primera creciente y la ida ue 
decreciente, de números reales. Si Vn: (a, < b.) y Ve» 038 > 0 / b,-a,««esi 
n > 6, entonces ambas sucesiones convergen a un ünico nümero real е. 


Demostración 


La sucesión (a,) es creciente y está acotada superiormente por cualquier b... 
Por un teorema anterior (pág. 338), la sucesión (a,) converge a su supremo €. Es 
decir, іта, = €. 

Análogamente, como la sucesión (b, ) es decreciente y está КОСЕ inferiormen- 
te por cualquier a,, por el mismo teorema la sucesión (b,) converge a su ínfimo £’. Es 
decir, lim b, = f. 

En primer lugar probaremos £ < £'. 


атла з en а 22. Юа рУ Б 


Como cualquier b, es cota superior de la sucesión (а „) у € es el supremo de esta 
sucesión, es Vn: € = b,, pues el supremo es por definición la menor cota superior 
de (a,). 

Ahora bien, la proposición Vn: £ = b, indica que el número € es una cota inferior 
para la sucesión (b,). Como £' es el ínfimo de esta sucesión, es € < (^, pues el ínfimo 
es por definición la mayor cota inferior. 

Luego, es fs #' y@#' — é > 0. 

Se ha visto también Vn: (0,207 л a, = €). Restando estas desigualdades de 
sentido contrario resulta: 


Уп: б. -a> 2 -£>0 (1). 


Pero, por hipótesis, Ve > 035 > 0/ (п> ё = Ы, - a, < є) (2). 
(1) у (2). 

Por lo tanto, сото £ y £' son números reales, es ё = f", у el teorema queda 
probado. 

Obsérvese que las sucesiones (a,) y (b,) determinan una colección de intervalos 
cerrados encajados: [a,;b,] D (a5; b2] 2 [ag b4] D ... 2 [as b4]2 ...., cuyas 
longitudes tienden a cero. El teorema asegura que la intersección de los infinitos 
intervalos es un único punto /. 


Osea, ё = (1 [а„; ba]. 
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Este importante teorema ез equivalente al postulado del extremo superior о axtd- 
ma de continuidad de Н, como se ha indicado en la página 16. 


+ Límite inferior y límite superior 


[To y j lime 
Ya se ha observado que una sucesión de números reales que по tiene li 
i ion. 
uede tener varios puntos de aglomeració т 
: Si ta sucesión está acotada, puede probarse сив el eds моа 
aglomeración también está acotàdo. Puede demostrarse E үче vada 
) : ixi lo llama limite super! \ па! 
unto es, además, su máximo, y Se veu 
минь el minimo del conjunto de los puntos de aglomeración se denomina límite 
ferior de la sucesión. Е: Си Mm 
Por eiemplo, la sucesión acotada їа„) = (1: 0. – 1: Че ЕЧ Муны] i 
superior 1 y limite inferior — 1. 
Se indica de la siguiente manera: 


lima, = 1 y lima, = -1 


m m i iguiente defi- 
Las propiedades mencionadas pueden demostrarse a partir de la siguiente d 
nición, 


Definición 


£| número f es el límite superior de la sucesión (a4? si y solo si se verifican las 
dos condiciones siguientes: Ё 

1) Ve>035>0/WVn:(neN an >> a,<f +€h А 

2) We 0 existen infinitos valores de n para los cuales a, > f - €. 


La primera condición exige que todos las términos de la sucesión, a partir de uno 


ae ellos. sean menores que £ + €. | | nm UP 
Esto indica que, elegido cualquier número ровїїмо є, nay solamente un nur 


ini i fica a, > í + € 
iinito de subindices n para los cuales se ver ud ME " 
La segunda condición exige que haya, además. infintos subíndices n para los 


cuales se cumple à, > f =£. — — e 
` Análogamente, ¿ es el limite inferior de (a, ) si y 5010 St: 


1) Ve O35 > ом (ПЕМ л поб a, > £ є}: 
2) We > О existen infinitos valores de n рага los cuales a, = f ^ €. 


i ermi a sucesion, 
Por la tarto, si £ es el limite interior de (а. todos los terminos de la suces 
i T ё(-6. 
a parir de uno de ellos, son mayores que ( | T 
4 Además, sólo puede haber un número finito de subindices n para los cuales 58 
verifica a, = £ - €. 


Ф Teorema 


Si la sucesión numérica (c,,) está acotada, entonces tiene limite inferior y límite 
Superior. 
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Hallaremos el limite superior por intervalos encajados, y en forma análoga se 
puede encontrar el limite inferior. 


Dernostración 


Como (с,) está acotada, los infinitos с. pertenecen а un intervalo [a: 6]. 


Consideramos el punto medio del intervalo [a; b]. Elegimos, de los dos subinter- 
vales en que queda dividido [a; Б], el intervalo [a,: b. ]. para el cual se verifican las 
dos condiciones siguientes: 1) hay infinitos valores de n para los cuales se cumple 
c, € [a,:b,]; 2] hay solamente un número finito de valores de n para los cuales se 
cumple c, > b, (puede no haber ninguno). 


Se subdivide luego el intervalo [a.; b,] y de la misma forma anterior se elige el 
intervalo [a5; bs]. 


Prosiguiendo de la misma manera se selecciona una sucesión de intervalos en- 
cajados cuyas Iongitudes tienden a cero: 


[аер] [35:1 b] 5 [arb sy u. Sa ER SN 


y tales que, para cualquier punto b, а la derecha de 5, hay, a lo sumo, un número 
trilo de términos de la sucesión ic.) 

Por él teorema de intervalos encajados, la intersección de los intervalos anterio- 
res es un único número real c. Probaremos que c es el límite superior de (c, 

En primer lugar, c es punto de aglomeración de la sucesión. En efecto, en cual- 
quer entorno de c está incluido uno се los intervalos [а b] de la colección. Por 
la “огта en que fueren elegidos dichos intervalos, hay infinitos subindices n para 
los cuaies se verifica c, c qa: b] y, por lo tanto, también hay infinitos n para los 
cuales c, perenece al entorno elegido, 

Falta probar que ^io hay ninqun sunta de aglomeración de ic, a la derecha de с. 

Lo haremos por el absurda, 

Sea c, un purto de aglomeración de (c l tal que c < сү. 


c C. 


—rWrr 
a b. ©, _ € c, - є 


Сото la longitud de [a,: b,] tiende a cero, es posible hallar [a b,]/5, < c, 

Par la manera en que se һап seleccionado los intervalos de la colección. a la 
derecha de b solamente puece haber un número “тла de términos de (с, ). 

Luego. eligiendo e < c. ~ b. solamente hay un número finito oe valores de n 
лга los cuales c. eic. — 6 0, є). Por lo tanto. c. na es punto de aglomeración. 
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Теогета 


Si una sucesión tiene limite superior y limite inferior y ambos coinciden, entonces 
la sucesión es convergente. 
Osea, £ = lima, = lima, > lima, = £. 


Demostración 


Por ser £ límite superior. para cualquier є > 0 hay, а lo sumo, un número finito 
de valores de n para los cuales a, > + €. 

Por ser ғ límite inferior, para cualquier e > 0 hay, a lo sumo, un número finito 
de valores de n para los cuales a, < ё ~ €. 

Luego, we > 0 hay solamente un número finito de valores de n para los cuales 
no se cumple a, € (£ — €; € — €). Es decir, w »0 es posible encontrar un número па- 
tural 5 tal quen > = apei- €; + €). Por la tanto, de acuerdo con la defini- 
ción, 6 es el limite de la sucesión (a,). 

Aplicando ta definición de limite finito de una sucesión, puede probarse que el 
teorema recíproco también es válido, 


EJERCICIOS 


1) Verificar que {ân} = (5) es estrictamente decreciente. 


3 
2) Verificar que (ад) = (=) es estrictamente creciente. 
2 
3) Verificar que (а„} = (2-4 no es monótona. 
ын 2" 2 x: 
4) Verificar que (ад) = ( = ) decrece estrictamente sin=2. 


5) Dar ejemplos de: 
a) sucesión monótona acotada e indicar sus extremos; 
b) sucesión monótona no acotada, 
C) sucesión acotada no convergente, 


6) Demostrar que si una sucesión monótona decreciente está acotada infenormente, 
dicha sucesión converge a su extremo inferior, 


7) Hatar límite superior y limite inferior, si existen, para cada una de las siguientes 
sucesiones: 


(а„) = (i ay (b,) = (2:3:0:2:3:0,2:....) 
2n + 1 


e) « (c-r) во - (Co Cz 


(8,) -(0:5:0:1,2:0:1:3:0:1:4:...) (Qu) = 185:5::2:22:Э0::21 
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(ha) = (3:0;3; – 1;3; -2;3;-3; ...) (5) = (1; -1; 2; –2;3; 3...) 


V. Subsucesiones o sucesiones parciales 


5 Еп la sucesión (a,) = (a,; Az, аз; ...; An; ...) pueden considerarse infinitos 
rminos: ay, An a, ..., Y formar con ellos una nueva sucesión. 

Por ejemplo, si (п) = (1:2; 3; 4; 5; ...... ), 
la sucesión T (2n) = (2; 4; 6; 8; 10 ...... ) está contenida en la primera o es 
una subsucesión de la primera. 

5 se considera la sucesión {an} = (а; аг; аз; ...... ) y un subconjunto del 
conjunto de los números naturales: (К,, ko, ks.... К... donde'k, < k, < k, < 
«К,« 2.) y Km 1, se obtiene la siguiente subsucesión de (a): M 

(b) = (a,,) = ќа: а; ..-: а; :..), 
donde К, > 1 


k >k = k,> 1 к= К, > 2 
Ку» K, — Ку>2 > k, =3 


En general, resulta Vn € N: k, = n. 
Нау, por supuesto, infinitas subsucesiones de la misma sucesión. 


Ejemplo 
Sea (a,) = (5 Tr E ) 
63 = (Iz TERON 
во (sae) 
4) = (ug) 


En este Caso. (b.), {Ca} y (da) son subsucesiones de (a,). 
Consideremos en especial (b,). 


Esb, = 4, -&;b = a, = a,;b, = a, =9%---b,= a, -a&,.. 
€ Nota: Las subsucesiones pueden definirse como funciones compuestas, Considere- 
mos el ejemplo anterior, con la sucesión (a,) = (2) y la Peano (b) = 
КЕ 


Recordemos, en primer lugar, que una sucesión es una función cuyo dominio 
es М y cuyo recorrido es una parte de Н. 
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Definimos. ahora. una función x de N en N fai пше Vn; kir! 2n 
Obsérvese que k es una función estrictamente creciente 


Aplicamos después una restricción de a al recorrido de К. al cual llamamos М 34 


Es decir, consideramos anora una restricción de 
a. N, 5 B/VneN,:aín) = A 
n 


La función compuesta ask N — Ri Yne М.(аокип) = атту] = E 


es una subsucesión de a, 


MORIR e 
N хэ, > ын 
— _—__—_ a cc 
а-к K. ug x x. = d ka = 6 k, = 2n 
N ааа 
1 a Бус үл aM 
шээг 
Түний SY 
REUS NE 1 
aen 5 4 2 


En general, sea a: N — A una sucesión cualquiera de números reales, Sea К 
otra sucesión estrictamente creciente cuyo recorrido es un subconjunto de N al cual 
llamamos N.. 


ESKN=N,/YnENY neN:(m<n = kim} = k(m)). 
Consideremos ahora una restricción de la función a. cuyo dominio es N,. Sr apli- 


camos primero la función k y Lego al recorrido de k le aplicamos la restricción de la 
función a, obtenemos ia función compuesta 


aokN=—=R*VYaeN: [а o k) in) = afkin)]. 


La función compuesta la c kl es una subsucesión de la sucesión a. 
Suele indicarse a !Кк{п}| = а, м. COMO ya se ha visto 


Propiedades 


Puede demostrarse de inmediato. aplicando la definición, que si una sucesión 
esta acotada. cualquier subsucesión también está acotada y cuaiquier cota superior 


de la sucesión es cota superior de la subsucesión. Lo mismo sucede con cualquier 
cota inferior 


Además, si una sucesión cor verae, cualquier subsucesión también corverge al 
mismo limite. de acuerdo con el siguiente teorema, 


Teorema 


Si una sucesión numérica converge, entonces cualquier subsucesión también 
converge al mismo limite, 
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Demostración 


Sea (an) una sucesión convergente y (ba) = (a,,) una subsucesión cualquiera 
do (a, ). | 
Рог definición de límite, si la sucesión (a,) converge al número £, entonces 
М > 035 > 0/ (п > 8 => la, - ¿| < e) (1) 
Es decir, los Únicos a, para los cuales no se cumple necesariamente Іа desigual- 
dad (1) son aquellos a, para los cuales n = 5. 
Demostrar el teorema consiste en verificar que 


w >035>0/(n>8= |b, – €! < e). 


Ahora bien, por definición de subsucesión, Vn e N: К, = n, y, por lo tanto, el tér- 
mino a, es un iine coincidente con a, o posterior a él. Luego, la condición exigida 
n 


бо verifica también para los términos а„ si n > 8. 
Es decir, Ye > 0382 0/(n7 5 = |а, – | = €). 


Osea, Ve» 038» 0/(n» 8 = |b,- £l 6). | | 
Un razonamiento análogo vale para sucesiones divergentes, es decir, cualquier 
bubsucesión de una sucesión divergente también diverge. 


Ejemplo 
Consideremos la sucesión (4) cuyo limite es 0. Como se ha visto en la página 
n 


331, 2038 = /(» 8 => :a,|< e). E 
En la subsucesión ( à |} para cada € > О vale el mismo 6 = —, pues п > ё = 
< E, 


€ 
1 1 | 
= | < == 
1] ч | 2n | 
Si, por ejemplo, se elige є = 0,001, puede elegirse 5 = 1000. 


o 


n + 1000 = 16, - 0! < 0,0005 < 0.001. 


El гесїргосо del teorema anterior no es válido, pues una subsucesión puede ser 
convergente y no serlo la sucesión correspondiente, 


1 sin = 2k (ke N) 
| ' ea (a,) = 
Por ejemplo, sea (a,) ЭРЭЛ E 
n 
- ; P ERI ER 
Es decir, (a.) = (t 3:1 ааа ) 


2: 1 
La sucesión (a,.) es oscilante, la subsucesión (=) converge а O у Іа subsuce- 


món (1) converge a 1, 
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* VI. Sucesiones de Cauchy 


Al considerar una sucesión de números reales interesa conocer si es conver- 
gente o ^o. En algunos casos puede aplicarse el teorema fundamental de conver- 
gencia para sucesiones monótonas acotadas (рад. 338). Si una sucesión està aco- 
tada y además es monótona. el limite coincide con el supremo si la sucesión es cre- 
ciente, a con el ínfimo si es decreciente, 

Puede suceder, en cambio, que la sucesión esté acolada pero no sea monótona. 
En este caso es posible recurrir a la definición de sucesión convergente, pero su apli- 
cación requiere conocer de antemano cuál es el limite supuesto y luego demostrar 
que efectivamente lo es. Esta situación presenta dificultades, pues exige. en cierta 
forma, conocer por anticipado el número que se quiere hallar. 

Este inconveniente desaparece si se encuentra una condición necesaria y sufi- 
ciente para determinar la convergencia de una sucesión, que no está referida directa- 
mente al valor del límite. 

Esta condición se conoce con el nombre de condición de Cauchy y las sucesio- 
nes numéricas que la verifican se denominan sucesiones convergentes segun Cau- 
chy, sucesiones de Cauchy о sucesiones fundamentales. 


Definición 


Una sucesión numérica (a.) es una sucesión de Cauchy si y sólo st. prefijado 
cualquier número positivo e, exrste un número positivo à (€) tal que, para cualquier 
par de enteros positivos m y n. ambos mayores que 5, se verifica a, а, | < є. 


Es decir, 
ta ) sucesión de Cauchy сэ V e > 0 35 >0/{т>ё лп д = "а. a. €) 


El teorema siguiente asegura que cualquier sucesión convergente de números 
reales es una sucesión de Cauchy у. reciprocamente, que cualquier sucesión de Cau- 
chy es convergente. 


Teorema de Cauchy 
Una sucesión de números reales es convergente si y sólo si es una sucesión бе 


Cauchy, 
Primera parte: (3, ) converce => 


> (w >03>0/m>5An>4> a, a, < e). 


л 


Demostración 


Sila sucesión converge. existe г = lim a. 
Luego, prefiyado є > 0, por definición de limite finito de una sucesión. 


35 »0/|( >š = a, (|< 5) 2 (т > 5 = |а. ~ £|= z)l 


Pero|a, - a, = la, ^ /)- (^ а= dm ~; - |£ - an] = 
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[а = #| + fg. рге S. 6 
m | a, < 2 €. 


Luego, m > á ^ n > à = 'a, Әл. < €, y se cumple la tesis. 


Segunda parte: ( Ye > 035 > 0/m> 86 À n> => la, - a, < € == 
(а) converge. 


Demostración 


Por propiedades 3 у 10 de! valor absoluto (pág. 17) y por hipotesis, es: 


Bal — а. = |la.] - Ja, |--la, a,'«tsie = тать лп. 
Luego, janl € aml + 15i m «à ^ пъ, 


Fijando un número cualquiera m > 8, sea k' 


las x 
Resulta, entonces, Vn > а: |a.| == К. 


Además, si entre 105 términos de subíndice menor o igual que 5 que forman un 
conjunto finito es a, el que tiene mayor valor absoluto. Vn: [in =: ñ = a 


"E [а. |) л 
^ (n> ñ la, = k')]. 


Luego, Si K es el mayor entre las numeros a, ук”. se cumple Wa: la, i k, y la 
sucesión (a,) está acotada. " | 


_ Por un teorema anterior (pág. 342) [а 1 tiene limite superior £ y limite inferior e. 
Si se prueba que ambos limites son igua:es. la sucesión converge, según el teorema 
demostrado en la página 244. i 


а. a, 
— Mb d eb — Fry 


EC ET ёз EE GIC NEST Е 


Supongamos que el limite superior y el limite inte«or son distintos, es decir, 6-0 


Elegimos sendos entornos de à y 2, cada uno de radio € < -—— £ A € > Ü 


D 


Como £ es punto de aglomeración, hay шїїг 05 valores de n para los cuales a, 


)yereneca al i £ £ 
pertenece ai entorno de radio є - 
3 


. Sea 5 el valor correspondiente a dicho e, 
de acuerdo con ia hipótesis 

Entre los а, que pertenecen al entorno elegido nos interesan aquellos de sub- 
indice mayor que 8. Elegimos entre ellos un subindice m para el cual a,, pertenece 


al entorno mencionado, Análogamente, eiegimos un subindice n 


> ñ lal que a, per- 
'enece al entorno de ¿ de radio є. : ie 


Es decir, hemos encontrado m > ë / la. - ё! < f - o (1) 


уп &/ la 


п 
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Ahora bien Z- £ = (Ē- am) + (a, an) + (8. £) 
y £ 9 ё = Ia, – tj Sur ¡An E ER ал lan - €]. 
Por (1) y (2), es - L< 2 (7 - O+ In а con m > ë y n > ё. 


1-4 
3 


= > > 5, que con- 
Pasando términos, resulta |a, ~ a,l > = é con m > à y n > 5, 9 


tradice la hipótesis. 


Queda probado, entonces, que (a,) converge. 


RESPUESTAS А EJERCICIOS 


CAPITULO 9 
Sección I 
3 5.3. 15 
1) (a) = (0;1;2:3:...... ) (bj = (2:3 See ) 
1, 2: заг. Ё 
(с) ( 77 47187 ) 
X. ARS (ca) = ((- 1^) 
2) (a) = (0-3)7* 7): (b) = ( = г) 
1 i : кВ 
3) а) ínfimo: 0 supremo: — b) infimo: -1 supremo: -5 
c) ínfimo: -3 supremo: = d) infimo: 1 supremo: 2 
1 
е) íntimo: = 1 Supreme: — 


Sección li 


K ui 
1) a:1 b:nohay с:-1у1 0:0 е: -1уї БО g:0 n 10 


k: no hay 
2) a Буе: поћау с: -1y1 90:0 EO 9:7 Цан үг 0 к: по hay 
3) Ejemplos: 
a) ((-1"2) 2y - 2 puntos de aglomeración 
b) (0)-1:0:-2:0:-3,0,-4:..... y 0 punto ёе aglomeración 
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c) (i TOE 


= ) ly -1 puntos de acumulación del recorrido 
d) (2:5:1:2:2:4:2:3-1:2:4:4:2:5:4 MY ) 
2 y 0 puntos de aglomeración 
0 punto de acumulación del recorrido 
4) Verdadero: (0; 1: 0: 1; 2; 0; 1; 2; 3: 0; 1; 2; 3: 4: ,....., ) tiene como puntos de 
aglomeración a 0 y a todos los números naturales, 


Sección HI 


: 1 1 
За) à = є 7 181 < 1, Se puede tomar ë = — 5) 521+ 2. 


1 = 
g= gasy LE o es? EEE 
"V € € € 
q) s= h) s= i ó> E р à-V5-e 
€ 3 
4) а:0 b; 1 ce a d: ё:2 F1 $3 
h:0 LOI - s: 3 n PEt 


: 1 LA 
5) (ap) converge а 3 Ib. oscila 


[c,) converge a 2 
6) a) Falso: [nj no tiene punto de aglomeración. 
b) Verdadero (véase рад. 331). 


с) Falso: (0; 2; 0; 4; 0: B: 0; 16; 


- tiene a O como único punto de aglomeración 
y es oscilante, 


Sección IV 


3) ET > ds ^ a, «84 


5] a) ( zc —) decrece — infima 5 supremo Е 
b) (E E ) crece 
n4 3 
c) (cos пт} 
пағ= ғ - 0 Ел 6? =3 ES Б 
ES zy 2 2 
d£2-27/-2 е:ё = 0 £ no existe ф2-2-5 
һ:# = 3 £no existe | no existen 
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10. SERIES NUMÉRICAS 


Sea la siguiente una sucesión de números reales: 

(а„) = (ќа, ;а,:а,а,:....;а,;а,. у...) 
Consideremos las sumas parciales de sus términos: 
S, = a, 
5, = a, + a, 


S, = а + а, + a; 


Es decir, (8,) = (5,:5,5,:...5,5.4. f 

Esta nueva sucesión (S,), obtenida a partir de las sumas parciales de la primera 
sucesión. se llama serie numérica asociada a la sucesión (a,). 

Los números a, ,а„,....а„.... 50N terminos de la serie y los números 51,9... Sp- 
son sus sumas parciales. 

Por ejemplo, siendo ia sucesión inicial 


(a,) = (i E se) 


las sumas parciales de la misma son: 


o da ЕЕ ЕИ | 
5, = 1; 5, = + A S, = 2 3 2 3 6 
1 1 1 
= + — = — + .... pr 
е9, | 2 3 п 
іб sd, ЪЁ, es la serie numérica asociada a la su- 
y la sucesión (5,) = E A 


cesión (+) : 
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sucesión de sumas parciales. 


igual a 1, 


Obsérvese que la sucesión inicial ( 1) 
n 


converge а cero (pág. 331), mientras 


que la sucesión (S, ) es divergente, como se probará más adelante. 
Para facilitar la notación de una serie y poner en evidenci 
llamarse serie a fa suma formal 


Уа = а 4 


ЖИ. “зал ойу 4 - а, - 
пт 1 


а sus terminos suele 


La serie anterior, por lo tanto, puede indicarse У 3 0. más simplemente, 
е п 
й = 1 


Ї 
e n 


Una serie es convergente, divergente u oscilante si y sólo si la sucesión de 
sumas parciales que la define es, respectivamente, convergente, divergente u os- 
cilante. 


Si la serie es convergente, el límite de la suces 
Suma de la serie: lim (5, ) - 
la suma formal: 


ión de sumas parciales se llama 
= S. y en ese caso se asigna dicho número como valor de 


Хо 
aL; Hac co. E cec ig odo эш 
11 


Ejemplo 


Sea la sucesión numérica: 


1 1 1 
ta.) = —— = ИНИҢ ) 
d ced ga nin- 1) 
Consideremos la suma formal o serie numérica asociada a la sucesión anterior 
AA. DEE A ЧОКЕ: АА 
d 1.2 2:3 34 ní(n-4 1) 
Para determinar si la serie es 


convergente debemos saber si es convergente la 


Descomponiendo en fracciones, es: 


21-25 N 
nín+1) n n+1 
y. por lo tanto, 
1 1 1 
S, = — + — — 
Ё 12 23 nin- 1) 


(69-3 s Gui) 3-2 


nti 
Luego, Їїт S, = 1, y la serie dada resulta una Serie convergente cuya suma es 
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EJERCICIOS 
1) Escribir el término general de las siguientes series: 
Уа = 178 9 + 12 -..... 
1 1 1 
b = — + — - == 
by S rr сад 527 


Ус, = 1- 1-- з ELM 


242 313 
1 1 1553 
>a, = — * x= i roc LE {а> 0) 
уа уа ма 


2) Escribir cuatro términos de cada una ## las series sig "entes: 


ne^ n -2 
da = У, -" Хь, - 2697 сан 


2n 


2n - 1 
Ус, = Y (y иы >, = = 23 


I. Serie geométrica 


Una serie del lipo Yan io ara Er Еа E Sa llama 
serie geométrica, pues Sus términos corresponden a una progresión geométrica de 


razón r (r +0). 
Para hallar S,, sabemos que: 


S. a - af < ar + .. + ar 


I 


r-S, = аг + ar +... + аг ч аг 


Restando, resulta: 8,(1-1) = a ar”. 
1-1 
iit 
Para determinar el carácter de la serie geométrica propuesta basta calcular lim S, . 
Se presentan varios casos, pues dicho limite depende del valor de la razón r. 


Si r 1, 65 5, = а 


Primer caso: -1 < г< 1 


Si Ir, < 1, етопсеѕ Wm r 0 
А а адаа" а 
lim S. = їт——— lim = 
у 2а 1-1 1-1 1-т 
: а 
En este caso, entonces, la serie converge y su suma єз S = —. 


Тг 
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Ejemplo 


-, Р 
Е е EE 
2 4 anI 
rl 3 
AO s CER 
1 ams 
2 


Segundo caso: r > 1 


Si r > 1. егмопсеѕ тг" = +œ 
Luego. resulta lim S, = +е si a > 0 
olmS, =- x si a < 0. 


En ambos casos la serie geométrca diverge 


Ejemplo 
AER 2I us AA 
r=32 >2f1>1 > Уа, civerge. 
Tercer caso: г = -1 
Si г< —1,entonces lim r^ = x y la serie resulta divergente. 
Ejempio 
Уес =lo2+4-84 16= шу {а ©з 
r= -2 5 г< = = bx diverge. 


Cuarto caso: r = 1 


Si rz 1,08 8, = an 
Luego, limS, = += si a-0ó6lmS.-2- «si а =: 0 
En ambos casos la serie geométrica resuta divergente 
Quinto caso: г = -1 
En esta situación, S, — Q si nesnumero par 
y 5, = asi nes número impar. 


Luego, | еен | i ще y la 
go, la sucesión (S,) no tiene mite y la serie geomélrica es oscilante. 


Ejemplo 
5 
ЗУД = 5-5 +5- 8+... ii s 


5, = б y 5. . = 5. Luego, 24 oscila 
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: amétric; а сот 
En resumen. para saber e; carácter de una Ser geamévica basta conocer el 


valor de su razón 


- а 
: О y: 8: ает 
{жт = 28:07 conver? Y paar 


Ж езде MS Var | буле. 

г= 1 > Sar 1 diverge. 

r= -1 > Şar! oscila. 
EJERCICIOS 


1) Indicar el carácter de las siguiente; seres geométricas y. en los casos de conver- 


gencia, dar la suma. 


уулан Ку А дайн >b, 
— 


il 
21 
+|- 
- 


l" 
24; 
! 


Sa = 3 + Š + — * = Ув, 


п. Álgebra de series 


Consideramos а continuación algunas propiedades de las series numéricas: 
^ 
1) Si se multiplica cada término de una serie convergente > a, de suma 5 por 
e я, . 
un número real k, entonces la nueva serie Ука, también es convergente y SU suma 
es 5' = k ' 8. 
Sea 5; la suma enésima de la serie Ука, у S, 'a de la serie а; 
Sacando factor comun es S: = k S, 
Luego, lim 5, = Kilim S.) = К'8. 
1 җы H А М 
Análogamente. si Уа, diverce у k + 0. entonces Ука, diverge. 


2) 51 Sa. es una serie convergente de suma Á y >, es una serie con- 
vergente de suma B, entonces Хаа, + b.) también es convergente y su suma es 
Є'=А > B. 

En efecto, S, = A, + B, 

y lim 5, = ЦА, = B.) = А = B. 


3) & уа, es una serie convergente de suma A, bI es una serie conver- 


- ' 
gente de suma B y x, y К; son dos números reales, entonces la sene E = 


(ка, ~ k;b,) es convergente de suma С = к.А - KB (propiedad lineal). 
4-4 El 


Esta propiedad es consecuencia de las dos anteriores. 
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4) Si px es una serie convergente y >, es una serie divergente, en- 
тэ! 
tonces > (a, = b,) es una serie divergente. 
Nada puede decirse. en cambio. si las dos senes son divergentes. 
5) Si en una serie se suprime un numero finito de términos iniciales, de suma K. 


entonces la nueva serie tiene el mismo carácter que la primera, y si aquélla es con- 
vergente, de suma A, la nueva serie tiene suma À - K. 


" ` 4 adt 
Sea Y a, una serie convergente y Y, la serie formada suprimiendo 
en Уа, los К primeros términos, es decir, 


br b, E b» а... 
^=1 1 


net 


Luego, si llamamos A, a là suma enésima де la primera sene y B, a la de la 
segunda, es 


B, = Ån – А 


y lim B, 


1 


IMA, , - А) = 
= їтА,„ - lma, = A - K. 


Esla propiedad se generaliza de la siguiente manera: si una serie numërica es 
convergente o divergente y se suprime en ella un número finito de términos, no se 
altera el carácter de la misma. 


III. Condiciones de convergencia 


La convergencia de una serie numérica se reduce a la convergencia de la su- 
cesión (S,) de sumas parciales que ta define. Interesa, sin embargo, relacionar la 
convergencia de la serie con el comportamiento de sus términos а,. 


Para ello se deduce de inmediato que si > a, es una sene convergente, en- 


tonces a, tiende a cero. Es decir, se puede demostrar la siguiente condición necesa- 
ria para que una serie sea convergente. 


Condición necesaria de convergencia 
Sila serie >a, converge, entonces lima, = 0. 
Demostración 


Si la serie Уа, converge, la sucesión (S,) de sumas parciales tiene limite 
finito S. 
Por definición de límite finito de una sucesión, Ye > 0 38 > Am > à = 
¡Sm ий 5 < €). 
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€ 
Luego, Ve > 0 38 > От > 8 = |Sm, 7S < 27 8-5, < 7 


€ 
Por lo tanto, |$, — $| + |S - Sp] < d e є. 


2 
Par la desigualdad triangular: 
Ser 7 S) = (S - $,)] = i$... 3] + 8- S, < є. 
Luego,” |Sm.1 — Sml = 18.11 < ©. 
Se verifica, entonces, liM am, = 0. 
Haciendo т + 1 = n queda la tesis. 


: : А 1 
Esta condición de convergencia es necesaria pero no suficiente. La serie > T 


(llamada serie armónica) cumple la condición, pues lim r5 0, y, sin embargo, es 


una serie divergente, como se demostrará más adelante. 

En realidad, esta condición proporciona más bien un test para determinar la “по 
convergencia” de una serie. En efecto, si el término general tiende a cero, nada 
puede afirmarse sobre el carácter de la serie. En cambio, si lim a, + 0, puede ase- 
gurarse que la serie no converge. 


Por ejemplo, la serie XV - 5 + 4 + i + o... по converge, pues 


a, = y lim 


n+1 n+ 1 


4 Condición necesaria y suficiente de convergencia 


El criterio de Cauchy para convergencia de sucesiones proporciona una condi- 
ción necesaria y suficiente para convergencia de series numéricas, 

En efecto, si la sucesión (S,) de sumas parciales es una sucesión de Cauchy, 
sabemos por un teorema anterior (pág. 348) que es una sucesión convergente. 

Es decir, si prefijado cualquier número positivo € existe 8 > O tal 
que (8, -5, < € si m > ¿an > 8, entonces la sucesión de sumas parcia- 


les (5,) converge, y recíprocamente. 
Si m > n, es la diferencia S, - S, = а, 7 à; +... + Am 
Siendo p = m - n, resulta S,., — S, = а, + ang +... + амр. Y la 


condición de Cauchy para convergencia de series numéricas suele enunciarse de 
la siguiente manera: 


La serie “Ха, converge si y sólo si para todo € > 0 y para todo p € N 
existe 5 > 01|а,,, + а„_„ +... + Bp < € sin > ё. 
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EJERCICIOS 


1) Aplicando la condición necesaria de convergencia, indicar cuáles de las siguientes 
series no pueden ser convergentes: 


Ха, = У 3 >b, = > E рУ угара 


nin+1) 
= n 2 Ёоо, 
ртр, 3,8,» У Уһ = 0—3 


IV. Series de términos no negativos 


La serie Ya, es una serie de términos no negativos si, como lo indica su 
nombre, para todo número natural nes а, > 0. 


Teorema 


Una serie de términos no negativos converge si y sólo si la sucesión de sus 
sumas parciales está acotada. 


Demostración 


Como Saa = S, + a,., Y a,, > D, resulta Vn: 8s us 

Por lo tanto, la sucesión (S,) es una sucesión monótona creciente. Por un leo- 
rema anterior (pág. 338). esta sucesión converge si y sólo si está acotada. 

Como consecuencia de esta propiedad resulta que una serie de términos no 


negativos no puede ser oscilante, pues sí la sucesión (S, ) no está acotada, entonces 
diverge a +, | 


Aplicación 
E 1 5 
La serie кы (serie armónica) diverge. 
Demostración 


Consideremos, para cualquier n € N, las sumas parciales San Y Sh- 


ER og. сс у ы 1 КЕ 
an Коста T Е 
шоо 1 1 1 1 
xm nier cm Eom +— = n— =- Ñ 
2n 2n 2n гэ 2 

Luego, Vn: S, – 5, > > m 


La condición de Cauchy asegura, si la serie fuera convergente, que para 
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e = + 3š > оп > 8 > Sm = 8, < 5). 


„егпаз es 
Luego, por (1), la serie armónica no puede ser convergente. Como г 
una serie de términos positivos, si no es convergente, diverge- 


i 1 ie di te 
Es decir, la serie z es una serie divergente. 


» V. Convergencia absoluta y condicicnal 


1 i ! a con los 
Se puede considerar, para cada sene po E la serie > ja„! formad 
rminos. 
valores absolutos de sus término 
Si la serie S lanl converge, la serie inicial es absolutamente convergente. 
Si la serie Şa, conyerge, pero no converge la serie de los módulos, la 5€- 


їе inicial converge condicionalmente. | 2 
8 Puede Бий аша fácilmente que una serie absolutamente convergente 


convergente. 
Teorema 

Si S ja, converge, entonces Ya también converge: 
Demostración 


i 79 
Por la condición de Cauchy (pág. 358), como > ¡an! es convergente 


мє > OVpeN38 > Оа > 5 = ||а„„,| + 18-2] +... + 'а„.„| = 
= |а„.,| + lansol то-3- {а [жє 
Por la propiedad triangular: 
nor + Ena + + An-pl = Вт + Ву + -- + anp < € 
Luego, 88 lan. + ар ^ + T ам. < € Pero esta última es la condición 


de Cauchy para la serie Уа, y, рог lo tanto, asegura мэл 
Como ya se ha indicado, el teorema reciproco del anterior no es v 


Ejemplo 1 


i Бар convergente, pues la serie de mó- 
La serie ТУ, Мп +1) es absolutamente Ч 


: 3. 
dulos 2m es convergente (раа. 353) 


Ejemplo 2 


i Zu ici nvergente, pues la serie de mó- 
La serie >; ( = es condicionalmente converg 


280 


= 1 : š š та 
dulos >: - [serie armonica) es divergente mientras converge la serie inicial, como 


se probara mas adelante. 


Consideremos la serie numérica > a; con infinitos términos positivos e infini- 


las términos negativos. Designamos b, al primer término positivo, b, al segundo, 
etc. Sea — с, el primer término negativo, — €; el segundo, etcétera. 


n ! 5 
Luego. cualquier suma 5, = У a, = ЗОН: - Ус, (r-s-=n) 
0 — — 
hz! bz "4 
Teorema 1 


Si N a, es cor Idicior зан ner te conver ger ite. entonces Ч b y ч с. Son am- 
2 n Ç " ¿Ç " 
bas а verger tes. 


Demostración 


si Wb, y Wc. luesen ambas convergentes, Y (b, + c,) también seria 
convergente, por una propiedad anterior (раа. 356). 


Pero Ур, +С) = Ne la... y la serie dada resulta absolutamente conver- 
2—4 — 
gente. еп contra де la hipótesis. 


Si una de ellas fuese convergente y la otra divergente, entonces У, = C) 


es Civergente y la serie RS resulta divergente contra la hipótesis de que conver- 
ае condicionalmente 


Luego, > Bs y bm son ambas divergentes, (No. pueden ser oscilantes 
porque SB. y ` 


a san ambas de jérminos posilivos.) 


Consecuencia 


Sila serie ` а, es absolutamente convergente, las series Yb, y Vo 
Pr < "n a "і 
son ambas convergentes 


Si una de ellas fuese divergente, la serie de módulos Y a] = Nib, + c.) 
— < 
también seria divergente, contra la hipótesis supuesta. 


Reordenamiento de los términos de una serie 
Si a partir de la sene PX s se forma otra serie bx cuyos terminos son los 


mismos números a, pero ubicados en distinto orden, la segunda serie es un reorde- 
namiento de la primera. 


Teorema 2 


Si una serie es absolutamente convergente, entonces cualquier reordenamiento 
también lo es y su suma es la misma 
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En primer lugar, lo детоѕгагетоѕ para ила serie que liene todos sus términos 
gositivos. (Obsérvese que si una serie de términos posos converge. converge an- 
соплатете, pues la serie de módulos es la misma serie.) 


Demostración 


Sea Y a, la serie considerada y S n un recrdenamiento cualquiera de la 
misma, 

Sea, además. (A, ) la sucesión de sumas parcialés ce la primera serie y iH.) la 
de la segunda. Ambas sucesones (А, ) y I H.) son sucesiones monótonas festricta- 
mente crecientes) de términgds positivos 

Coma Sa converge, limíA,) = supremo (A,) = A. 

Ahora bien, para cualquier suma M, = h. + h; +. + h,. 105 términos h., 
ha, h, son términos de la serie Уа, y, рог lo tanto, cada suma parcial Н, 
aparece conten:ca. en alguna suma А, de (A. 1, que puede contener, eventualmente, 
atras términos а,. Es deci, | Vn3s;H, = A,. 

Por lo tanto, como A es el supremo de (A.), se verifica Vn: H, = A. 

Luego, la sucesión creciente (Н, ) tiene limite finito y es 


lim {Н} = ^ (1). 


Ahora bien. por definición de reordenamiento, cada suma A, está contenida en 
alguna suma H,, a la cual pueden pertenecer, eventualmente, otras términos h,. Es 
decir, Уп 3r/ A, = H, (2). | 

Сато (Н,) es una subsucesión de (H,,) y ésta converge, también converge (H,). 
Por un teorema anterior (pág. 346). ambas tienen el mismo timite. O sea, lim (Н) = 
= lim (Н), 

Además, por (2), lim tH.) = lim (A) = А 

Luego. es lim (Н) - А (9 

m 

De (*] y (3) resuta: т (Н = A v LAA corverge con suma А. 

En segundo lugar, s: la serie 203: tiene infinitos тёгтило5 positivos e infinitos 
términos negativos. basta considerar las dos series convergentes de terminos posl- 

- ` 4 s е 
livos УЬ y $ сл? Ya E b, ^ c, (pág. 361) 
< ' -— < a s — " 

Cualquier reordenamiento de RA? origina un reordenamiento de ы, y de 
\ c.. Por la primera parte de este teorema, ningún reordenamiento de una serie con- 
vergerte de términos positivos altera su caracter л su Suma, 

Q EN ^ 2 

Luego 3 8 - 8. ENS C y se mantiene Уа, B = 6. 

La propiedad anterior. propiedad conrrutativa, es valida en series cualesquiera 
solamente si dichas series son absolutamente convergentes. Si la serie sólo conver- 
ge condicionalrrente, es decir. si no converge la serie ce módulos, entonces, reorde- 
nando la serie inicial. pueden obtenerse nuevas series convergentes de suma preli- 
iada. divergentes u oscilantes. 

Por ejemplo. la serie 


1 


куса та 


Y 
2 
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р^ 1 š 
converge sólo condicionalmente, pues шоо diverge (serie armónica). 


ГА 


Trataremos de reordenar sus términos рага que su suma sea el número 1,2, 
El procedimiento a utilizar es la base para la demostración del próximo teorema. 
Sea S, la primera suma de términos positivos que resulle mayor que 1,2. Esto es 


posible, pues la serie formada exclusivamente con los términos positivos es diver- 
gente. 


1 4. 
5 = 1 +— = — 
| 3 3 


Se agrega ahora el número necesario de términos negativos para que la nueva 
suma sea menor que 1,2: 


1 1 5 
8, = + =- — = —, 
3 22712278 
Se suman luego términos positivos hasta obtener el primer valor mayor que 1,2: 
1 1 1 1 1 811 
mw 1 + — — — + — + — + — —Q 
5, 3 2 5 7 9 630 
Se restan ahora términos hasta conseguir la suma siguiente, próxima a 1,2 por : 
defecto, etc.: 
12 
—-— — ——————M M — 
B 31 81 4 
ERU Can 630 3 


Ni EOS M duque d 
den 3 2 5 7 9 4 
es un reordenamiento de la serie inicial que resulta convergente, con suma 1,2. 
Sus sumas parciales son: 


4 5 31 247 811 
D. =1 D = — D == D, = — p = —— = —— 
1 2 3 a 4 30 5 210 в 630 


Corno la serie inicial es convergente [condicionalmente), es іт a, = 0 y, por lo 
tanto, lim b, = 0 y kim c, = 0. 

Para probar que 1,2 es el límite de la sucesión de sumas (D, ), basta probar que, 
prefijado cualquier € > 0, se puede determinar un п а partir del cual la diferencia 
[Da — 1,2] < €. Como (b,) y (c,) tienden a cero, Ye > 0 35 > Otal que jb | < € y c. | < € 
si n > ë. Por la forma en que fueron ordenados los términos, existe m tal que 
ID, — 1.2| < lb, | < € o 10, - 1,2] < en] < € si m > 5. Luego, їт (Dp) = 1,2. 


Teorema de Riemann 


Si Sa converge condicionalmente y k es un número real cualquiera, enton- 
ces existe un reordenamiento de >a, que converge al número k. 
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Demostración 


Sean “р, Y pl las dos series divergentes. formacas respectivamente 
con los términos positivos y los módulos de los términos negativos de э а. 

Se eligen términos sucesivos de >, hasta obtener la primera suma раш 
que supere а К. Esta suma existe рог tratarse de las sumas parciales de una serie 
divergente. 

Sea 8, dicha suma. Resulta 'S, - К = S,- Sn al = 5, 

Se restan, ahora, términos sucesivos de RE hasta obtener la primera suma 
parcial menor que k, Sea S, dicha suma. Para las sumas S, .,. 8.5... 5, + la dife- 
rencia con el número к es menor que b,. Además, |5, -К = C. 


VR ее 


ауе mx 
z ES 
x_mAX+AHAAAMMMA ЕЕ 
58, 8,- $: 8 Si Sh Š, 
х + 
d 


Continuando de esa manera se forma una serie de sumas parciales S,. Porla for- 
ma en que se han elegido estas sumas, y recordando que lim b, = lim С, 5 0, 
prefijado cualquier € > 0 es posible hailar 5 > 0 tal que IS, - k, < € si n > 8. 
Luego, lim (S,) = k y la sucesión (S,) converge al número К. 

Por un procedimiento similar se puede obtener, con los términos de la serie 
inicial. un reordenamiento que sea divergente a + =, divergente а - =, oscilante 
entre números reales pretijados o divergente а >. 


EJERCICIOS 


1) Convergencia absoluta o cond'cicnai de las series s'quientes- 


A 221 S NT ibas 
SN A ses 1 
Va, E LEE = A] 2" 
: o 1 
~ ОГЫТ! Tars Жү ns 
z5072 00r 254, = 20 үчү 


21 Dar un reordenamiento de la serie siguiente, cuya suma sea 1,5 


Va, ES Хул 
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VI. Criterios de convergencia para series de términos 
no negativos 


Coma consecuencia del teorema que asegura la convergencia de una sere si 
converge la de sus módulos. que son numeras no negativos. en muchas ocasianes 
interesa conocer el comportamiento exclusivo бе las series de este tipo, 

Por otra parte, ninguna de las condicianes de convergencia consideradas hasta 
ahora sirve, enla práctica, para determinar de manera simple el carácter de una serie 

Para ello recurrirernos a criterios de convergencia cuya aplicación es inmediata. 
Estes criterios son validos exclusivamente para seres de terminos no nogativos y, en 
algunos casos, solamente para series de términos positivos, 


Criterios de comparación 


Hemos visto ya algunas series cuyo carácter es facil determinar. como las series 
geométricas y la serie armórica. Estas series se utilizan para determinar el carácter 
de otras series nor comparación. 


1) Convergencia 


^ C . А . 
Sean Уа, y > b, dos series numéricas, ambas de 1érninos rio negativos 
- А җа, | 
Si Vn€N:a, = 5. y, además, N b, converge con suma B, entonces Y a 
<— <— С" 


también converge y su suma no supera a B. (6, es ura serie mayorante 


E 
de > а, ) 
—Ó 
Demestracioón 


Corsiderando las sumas parciales ce ambas series, resulta 


Үп: A = B (11. 


n 

Como (В) es una sucesión creciente de ime B, dicho número B es el extemo 
supero” de {В}. 

Par (1), B también es cota para la sucesión creciente (А. ) y, por lo tanta, existe 
lim (A..] y dicho Emse es rneror o igual que B. 

Nota: En la hipotesis de esle teorema se ha exigido que la desigualdad а, -: b, 
se verisique para tado número natural n. Esta condición es más fuerte que Ia s:quien 
їе, con la cual la tes s del teorema también se comple en la relativo al carácter de las 
series: basta que exsta un numero natural r tal que a, = b, si n +r. En efecto, s 
la desigualdad no se verifica paran = r, pueden suprimirse los г primeros términos en 
атоаѕ series, соп lo cual el carácter gelas mismas no varia (рад. 357). 


Eemolo 


Trataremos de determinar el carácter de la siguiente serie de términos positivos: 


E EOS: PP ЕР е ЕР 
айа 1! 2! д х= A 
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Consideremos la serie geométrica: 


2 1 1 
i а таа ш шее 


2? 2 


А 1 
Esta última serie es convergente, pues su razón es T 


1 D m 1 : 
Además se observa que: = "A4 n 122.2 - 


Luego, vn: 214 1 osea, a, = b, .y Uii, es serie convergente 


n! Piri. 
por comparación, 


2) Divergencia 


Sean >a y >b, dos series de términos no negativos. Si para cualquier 
li ! m 
i a, 'ambién 
número naturaln es a, = b. y, además, >b, diverge, entonces Л 5 
diverge. (>, es una serie minorante de mA) 


Demostracion 


Si la sucesión (B.) de sumas parciales de “Ур, diverge, Үе > o 38 > 0/ 
B >, sin > 6, por definición de limite infinna positivo de una sucesión. | 
i Como Vn y Ye > 0: A=B >£ si n> 5, la sucesión de sumas (An) también 
diverge. 


Еретрїо 
Consideremos la serie siguiente: 
T 1 Le: i 1 
Х,а, ILES = = - Fr 
v2 х 3 
5 divergente 
y tratemos de probar que es div | 
: Para ello buscamos una sene minorante; por ejemplo, la serie armonica 


4 


Ур, = 1 + 
hd 


zh 
3 
1 


Resulta Vn: 


х 
E: 
Como Y b, diverge, también diverge by? 


"ERE" In = i pues, comparando con la 
Análogamente. la serie by =; diverge si h < 1. pues, compa 


| : 1 1 
serie armónica, La = P 


ARA 


Obsérvese que si la serie conocida es convergente, los términos de la serie por 
investigar deben ser menores que los de aquélla, y que en cambio nada puede ase- 
gurarse si son mayores. Nada puede asegurarse, tampoco, de una serie cuyos térmi- 
nos son menores que los de una serie divergente, 


Consecuencias del criterio de comparación 


1) Dadas dos series numéricas Уа, y Ур, ambas de términos no nega- 
tivos, si >b, converge y dre N/n = r = a, = kb,, donde k es un número 
positivo, entonces Na, también converge. 


Demostración 


Si Ур, converge, también converge S kb, (pág. 356), Luego, basta aplicar 
el criterio de comparación a las series p an Y Уж,. 


Análogamente, si >b, diverge уа, = kb, (К > 0), entonces >a, también 
diverge. 


2) Dadas-dos series numéricas Ун, y “Ур, ambas de términos positivos, 


a 
si УЬ, converge y 3r 6 № (п DE BELT: ). entonces Уа, tam- 


85-1 bri 


bién converge. 


+ Demostración 


La condición de la hipótesis se verifica paran - r. Es decir, 


r r a,- 1 
= — (1) су а = -b 
A: b, 1 | 1 
a,- 25 
Sea k = т 1- > 0. Probaremos que la relación a, = K-b, se verifica 
1-1 
también para todo п > г. 
Consideremos la condición de la hipótesis раға п = г ~ 1. 
а 
Невийа а,, = b Bá (2). 
r 
а, ар 5 * ; 
Сото zm х b = k por (1), si en la relación (2) se sustituye el co- 
r r-4 


| а М : : 
ciente "EC por el número К, la desigualdad se mantiene y resulta a,,, = k-b 


3 ,.1° 
r 


La misma relación puede probarse por inducción para cualquier subindice n pos- 
terior a (r + 1). 


Es decir, Vn:n = г = a, = k:b, dondek = ныг 


EE 
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Aplicando la primera consecuencia del criterio de comparación, b a, es una 
serie convergente. 

Aunque el criterio de comparación y sus consecuencias son más accesibles que 
las condiciones de convergencia vistas anteriormente, lampoco es fácil, en la prácti- 
ca, encontrar la serie que resulta conveniente para la comparación. 

El criterio siguiente, en cambio, es de aplicación mecánica y simple, si bien no da 
conclusiones para todos los casos. 


Criterio de D'Alembert* 


Sea >a, una serie de términos positivos. Si existe el limite £ del cociente de 
cada término sobre el anterior y £ < 1, entonces la serie es convergente, Si / > 1, 
entonces la serie es divergente, (Si £ = 1 nada puede asegurarse sobre el carácter 
de la serie.) 


Primera parte: үт —— = ќуё< 1 


n-1 
Demostración 


Por propiedad де! conjunto de los números reales, 3k > Otalque £ < К < 1. 
Además, por propiedad del límite finito de una sucesión (pág. 335) j si 


N a 
lim—— < k, entonces 
n-1 
a, 
3re N/ (n > г => «< к). 
an-1 
a n 
Luego, м < ——— 48 c5 
94.4 к" А 


Рего Ук" es una serie geométrica de razón Ку as convergente, pues 0 = К < 1. 
Aplicando la segunda consecuencia del criterio de comparación, >a, resulta 
convergente. 


Segunda parte: lim — = £y £ > 1 
a 


n-1 


Demostración 


Por propiedad de límite finito de una sucesión (pág. 335), 


3reN/(n >r = — > 1) 
аһ. 
y, por lo tanto, a, > a, , sin > г. 


* Jean D'Alembert (1717-1783), científico y matemático que integró el grupo de filósotos 
franceses que publicaron la Enciclopedia. Es conocido, en especial, por sus trabajos sobra 
mecánica. 
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Es decir, сото los términos de la serie son positivos y forman una sucesión 
estrictamente creciente, es lima, = 0. 


| Рего en una serie de términos positivos, si el término general no tiende а cerd, la 
serie diverge. | 
Ejemplo 1 


Aplicando el criterio de D'Alembert, averiguar el carácter de la serie siguiente: 


NN 


5" 
n 
n 
E. = POM зс AOS Y n 
"RE мэт lim СЧЕТ “йн 2r converge. 
57 1 
Ejemplo 2 
Averiguar el carácter de la serie УУ з" 
n 
zn 
n Эг n 3(n- 1) " 
lim ep lim Gm lim = =3>1 > Х-- diverge 
n—1 
Ejemplo 3 
Determinar el carácter de la serie SN _ 
n? + 1 
1 
2 | ЗЭВ, 
lim п“ + 1 = Л uL pul e 
1 n? + 1 


(n-1)? + 1 
En este caso el criterio de D'Alembert no informa sobre el carácter de la seno, 


1 
Obsérvese que en la serie armónica im — — -1у EI diverge. En 


n-1 
шах 
: 1 n? 
cambio, en la serie 2a también lim 1 = 1, y puede probarse 


que > ^ converge. 
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TE : А а 
Nota: El criterio de D'Alembert exige que lim ш = £ < 1, y no basta la 
n 1 


а, 


{| 
En la serie armónica, por ejempla, 


condición < 1 para que la serie sea convergente, 


| 


y la serie armónica diverge. 
Si no se desea aplicar limite, la condición de convergencia de D'Alembert exige 


a, 


que el cociente se conserve menor que un número К < 1. 


п-1 
а, 


O sea, si 31€ N / (n > = ^ <k< 1). entonces Y a, converge. 
m1 


El criterio de D'Alembert puede completarse demostrando que si 


x | 
їїт L = +a, 
n-4 
entonces la serie diverge. 
Criterio de la raíz (Cauchy) 
Sea a, una serie de términos positivos. Si existe £ = lim Va, y^ < 1, 


entonces, >a, converge, Si ё > 1, entonces Sa, diverqe. (Si £ = 1 nada pue- 


de asegurarse.) 
La demostración es análoga a la del criterio de D'Alembert. 


Primera parte: туа, = { y € < 1 


Demostración 


Por propiedad del conjunto Ft, si £ < 1, entonces existe un número real К 
talque £ < k < 1. 

Por propiedad del limite finito de una sucesión, existe un número natural r tal 
que:(n >r = Ya, < К). 

Luego, a, < К", y como SK es una serie geométrica convergente, la se- 
rie Ун, converge. 


Segunda parte: lim Y a = y £>1 
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Demostración 


Por propiedades anteriores existe un número natural r tal que:(n>r = a, > 1). 
Luego, lim a, + O y la serie >a, diverge. 


Ejemplo 


Aplicando el criterio de la raíz, averiguar el carácter de las siguientes series: 


эх 


п 
1 AU di. 
lim т -50«1-» > тат Converge- 
2) У ( 1 ); 
In 2 
n 
: 1 n 1 1 n 
lim ( ) = > ( ) | 
ln 2 ns 12 by m2 diverge. 
Criterio de Raabe” 
Sea >a, una sene de términos positivos. Si existe 
a 
f= lim ['n(1 Bec : )| y é > 1,entonces $ a, converge. Si € < 1, en- 
n-1 


tonces >a, diverge. (Si £ = 1 nada puede asegurarse.) 


$ a : 
Primera parte: lim DE - “2 )| s= y, 1 


Demostración 


Si £ > 1, entonces 3c > 0/f > 13 + C€ > 1. 
Además, por una propiedad de las sucesiones convergentes (pág. 335), 


SreN/n»r = n(1 - —— ава 
а 


n-1 


> na > 4 + = 
а,., 
= Na ~ na, x. t Cap = 
= (n-la,., ~ na, > Cani (1). 


Ë José Luis Raabe (1801-1895), matemático y astrónomo alemán, profesor de la Universi- 
dad de Zurich. Es autor de varias obras sobre cálculo diferencial y sobre astronomia. 
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La demostración no pierde generalidad si se supone г = 1, pues sir > 1 
basta suprimir los r términos iniciales y el carácter de la serie no cambia (pág. 357). 
Por lo tanto, la relación (1) es válida para todo número natural n > r = 1. 


Si п = 2, es a, чан 2а, > са, 
n=3 2a, - За, > са, 
п = 4. За, — 4a, > са, 


n=h (h-1)à& , - ha, > Cà, 
Sumando, al cancelar términos resulta: 


a, – ha, > cla, + a, +... + 8, 4). 
Rel. A = k, donde k no de- 


pende de h. 
Es decir, existe un número positivo k tal que Vh: S, , < k. O sea, la sucesión 
de sumas parciales está acotada, lo cual implica que la serie es convergente. 


Segunda parte: lim n(1 - S ) -4 ул 
1 


Demostración 
Por propiedad del límite finito de una sucesión, 


ЭгєМ/п > г = зек ишу 


= In - п — 3) > 
-1 


»|п<1-+п h. 
85. 
>in-1<n — => 
8,1 
п а, 
A 
t. 1 
n-1 


El segundo miembro de la desigualdad anterior es el cociente de dos términos 
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consecutivos de la serie armónica. Por la segunda consecuencia del criterio de com- 
paración, y a, resulta divergente. 


Ejemplo 


Aplicando el criterio de Raabe, determinar el carácter de la serie y 
n 


1 
2 - 
“(-—1—) = lim (-523 = 


(1-1) 
AE. Br Oca БТ Р 2n- 1 _ 1 
= lim [n( 12 ) = nmm = 2 > 1 > 21-15 converge. 


Obsérvese que el criterio de D'Alembert no proporciona información sobre el 
carácter de la serie, 


(n-1)? 
EJERCICIOS 


1) Aplicar el criterio de comparación para demostrar que la serie N— converge 
M I E п 


2) Aplicar el criterio de comparación para determinar el carácter de las series si- 
guientes: 


1 1 d 
a) У——— b) Y =н 
PTET PTT 92256801 
n? + 1 1 1 
d) > ——— p 255 
2, n? 4 1 92 тут ) > n^ 


3) Aplicar el criterio de D'Alembert: 


aj У p ne 


пп 1)! 3" 


c) $ Ld 


1 241 п 
a Хг a po a 


n! n 2 
9) > mr h) p 27 i) Куе ITE 
Ча. 4280: 579 con in-1)(n+2) 
» У, uE k) > T ) ARA 
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2^ п! (1-3) м nin+1) 
m) Y pr ) 25 aln!3^ o) > gr 
п! 
q > (n+1)" 


4) ¿Para qué valores de a converge la serie > 


? 
n! 


5) Aplicar el criterio de la raíz: 
¿EL Yes S xQY 


6) Aplicar el criterio de Raabe: 


1 
n? 


a 1 1 
s) > (2n+1)(2n - 1) 9 >, п? +1 : > n(n+1) 
Дэс e EA n-1 
22 n? 8) 22 1 025811 


VII. Series alternadas 


Si los términos de una serie de números reales son alternadamente positivos y | 


negativos, la serie recibe el nombre de serie alternada. 


Por ejemplo, Yon» а = 8, — 4 — 8 — 8, =. (a, > U)esuna 
serie alternada. 


Criterio de convergencia 


Si (а,) es una sucesión de números reales positivos que decrece estrictamente, 
entonces Y 1)^'' a, converge si y sólo si lima, = 0. 


Primera parte: Sila serie alternada converge, entonces та, = б. 
Es la condición necesaria de convergencia para cualquier serie numérica 
(раа. 357). 


Segunda parte: Si lima, = 0, entonces la serie indicada converge. 
а) Las sumas de indice par forman una sucesión estrictamente creciente. 
9.2 ил Son Ёс (а. Е 855.2) 
S,,.2 = Sm + €(€ > 0, pues à, > до. YA 
que (a, ) es estrictamente decreciente) 
Luego, Ул: San < Sana Y Sa < S, < 56 << San < Sama < ... 
O sea, (S,,) es estrictamente creciente. 
b) Las sumas de índice impar forman una sucesión estrictamente decreciente. 
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5,644 = Saa (as Z ама) 
Su. m Baa 70€ (€ 0) 
Luego, Vn: Sar, Mos San- y S, > $, > Š; > .. > Sm-: > Заа, >... 


O sea, (S,,.,) es estrictamente decreciente. 


c) Cualquier suma de Índice impar es mayor que la correspondiente suma de 
Índice par, 


Уп: S4, = S4,, – ать > Уп: Sa < S, s. 
Ahora bien, la sucesión creciente de sumas pares está acotada superiormente 


por cualquier suma impar y, análogamente, la sucesión decreciente de sumas impa- 
res está acotada inferiormente por cualquier suma par. 


S, < S, < ... «A < .. < PA 5, 


Por el teorema tundarnental de sucesiones monótonas acotadas (pág. 338), am- 
bas sucesiones tienen límite finito, 


Es decir, 
3S/limS,, = 5 y 38S'/limMS,,,, = S. 
Ahora bien, 8,,., = Son + B5 
lim S,.., = lM S,, + та... 
Como por hipótesis es lim a,,., = D, resulta: 
Ss = $ +0. 


Luego, la sucesión (S,) de sumas parciales (pares е impares) tiene un límite 
único y la serie considerada es convergente, 


Gráficamente: 

==" - — = -— a 24 

-" “Ээж PA 

"ud = —— -.8S-S'.. i^ 
AAA 
= Е фет 
S, = ама Si. — ян Тийн, S, =a, 
M — мж өв. — — 97 » 

ew PES -7 

шиг I e: sss ба e un: a E 
Ejemplo 


La serie alternada Ху M Les convergente, 


A 1 РЕ : 
En efecto, la sucesión (—) de sus términos es estrictamente decreciente, 


1 1 
d ty ' 
n п-1 


pues Vn: 


Además es т 2. = 0. 
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EJERCICIOS 
Indicar el carácter се ias siguientes series alternadas: 


Sou. P nou Bei 

a) 2п+1 9 х n 
SN ici ees AN [ppc 

c) Ax ors d) »( t) яг эд 


* VIII. Series de funciones 


Hasta ahora se han estudiado solamente sucesiones y series numéricas. Pue- 
den considerarse también sucesiones y seres funcionales, es decir, sucesiones y 
series cuyos términos son funciones escalares. 

Sizesión de funciones es una función cuyo dominio es el conjunto de los núme- 
ros паіџ:аіеѕ y cuyo recorrido es un conjurto de funciones escalares 

(f) с...) es una sucesión numerable de funciones reales 

Serie б. funciones o serie funcional asociada a ura sucesión de funciones es la 
sucesión de sumas parciales de la misma. 

Es decir. v-len definiciones análogas a las de sucesiones y series numéricas 
Pero si bien la dei: ción puede parecer simiar. el concepto es diferente y mucho más 
amplio. 

Sea la siguiente una serie de funciones: 

A за x Е 


2 3 .... a 


Si x es un punto que репепесе simultáneamente al dominio de cada una de las 
funciones consideradas, entonces 


Y — Y > Эн 5 1 ! 
2, 00 f.ix) t,1x) шэг 1х) 
es una serie numérica. 
Es decir, para cada número x que perterece a la inlersección de los dominios de 


las n funciones, la serie de funciones se transforma en una sere numérica que puede 
0 no ser convergente, 


= ЭР, 
Por ejemplo. sí la serie Yt) es convergente en el punta x,, por definición 

de serie convergente existe un número rea! que es su suma y a! cual aesignamos tix, ). 
Osea, 3fix, ^ fx.) = Wt (x) 

Se curnple: 


үе > 0 38 (€x.) > 0/ ЕУ f.(x,) fix.) < € Si nl ^ 6, 
1*1 


Análogamente, si la serie converge para X3. 


зїх,)/ M falaa) = fi) y 


VE > 0 35'(Ex,) > 0/ > t(x) tx] cEsin>a. 


Aunque se elija el mismo número € para ambas series, en general ñ = 4”; pues 
cada uno de ellos depende, respectivamente, de X, Y X,, además de depender de € 
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Si consideramos el conjunto | = (x, х,}, laserie Ух) es convergente 
en 1, y para cada € basta elegir el mayor entre 5 y 9' que resulta válido para ambas 
series, 

Si el conjunto! = [x,,Xx,.X,,... Xx, ) es un conjunto finito de n elementos, y la serie 
de funciones converge simultáneamente para los n valores de x, el mayor entre los 
valores de 6 es válido para todos los casos y la serie У) converge еп |, 


Si se trata, en cambio, de un conjunto 1 de infinitos elementos, no siempre es 
posible encontrar un número 5 que dependa de € y mo dependa, además, de cada 
valor de x. 

Si ello es posible, se dice que la serie de funciones es uniformemente conver- 
gente. Puede probarse que la convergencia uniforme es una propiedad más fuerte 


que la convergencia, pues implica la convergencia de la serie funcional, pero el 
reciproco es falso, 


Definiciones 


1) La serie de funciones AE es convergente en el conjunto 181 y sólo si, para 
todo x € |, la serie numérica S t 06) es convergente. 
O sea, 


vxe 1:| ve > 0 38 > 0/ (n > > | хөө - 21 e 9| 


2) La serie de funciones Уу fn converge uniformemente en el conjunto | si 
« 9. 


La diferencia fundamental entre ambas definiciones está, corno ya se ha indica- 
do, en que la convergencia uniforme exige, además de la convergencia, que el nú- 
mero 8 que se determina para cada € sea independiente del número x. 

En el caso de series numéricas. convergencia y convergencia uniforme son equi- 
valentes, pues hay un solo valor x. 

Las series de funciones uniformemente convergentes delinen, a su vez, nuevas 
funciones. 

Puede demostrarse, por ejemplo, que la suma de una serie uniformemente con- 
vergente de funciones continuas en un conjunta 1 es también una función continua 
en |. Esta propiedad no es válida si la serie de funciones converge pero su conver- 
gencia no es uniforme. ; 

Entre las series de funciones, las más simples son las series de potencias, que 


se utilizan para el desarrollo en serie de funciones según las fórmulas de Taylor o de 
Maclaurin. 


Ve > o: [35 E 0/ xe t: (n > 6 = IS 1,00 - f(x) 
h=1 


Series de potencias 


La serie 
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S a, (x-c)" z йл r а(Х-0) + а(Х-С| +... + a x= + 


es una serie de potencias. Los números reales a,,a,, dz... 8, ,... son los coeficientes 
de la serie. 
En particular, si c = 0. se obtiene la sene de potencias 


no - gie n 
Sax = а + ах a, X аби 


Nos referiremos exclusivamente а saries de potencias de este última tipo, pues 
cualquier serie) a, (x— c)" puente llevarse a la forma У aux" haciendox' =x - c. 

Como уа se ha visto, sólo para valores de x que hacen convergente a la respec- 
tiva serie numérica, la expresión ax define una función escalar. 


Es decir, si la serie es convergente para cada numero real x de un conjunto 1, 
existe una función cuyo dominio es I y cuyo recorrido se obtiene asignando como ima- 
gen, para cada número x, la suma de la serie numérica correspondiente. 


Veamos ahora distintos casos de convergencia para una serie * ax 


Se presentan tres situaciones posibles: series que convergen solamente pa- 
ra x = 0; series que convergen para cualquier nümero real x, y senes que convergen 
para algunos valores de x y no convergen para otros. 


Primer caso 


Pueae observarse que la serie S a,x" converge si x = 0. Esto se comprueba 
sustituyenea x por 0 en la serie dada, 

Ahora bien, toda serie ac converge para x = 0. pero algunas de ellas 
solamente cor ;ergen para ese valor. 

Por ejemplo іа sere Sn х” solamente converge si x = 0, En efecto, si elegi- 
mos cualquier número х, 2 0, el término general de la serie numérica Y nix,” 


tiende a infinito y no se cumple la condición necesaria de convergencia. Por lo tanto, 
la serie dada no converge para ningún número х + 0. 


- Segundo caso 


Hay series que convergen para cualquier valor de x. Consideremos la serie 


XX 
nt 


Elijarnos cualquier número х, + 0 y co-x eremos la serie de términos positivos 


Si aplicamos el criterio de D'Alembert a la serie numérica de términos positivos 


x г 
Бус resulta: 
п! 
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by"! 
: lim Ta = lim ы =0<1 
(n 1)! 


| х" : - 
Luego, la serie ye converge para cualquier número x y lo mismo sucede 


n 
t , que es absolutamente convergente (pag. 360) 


con la serie > 


Тегсег сазо 


Otras series, en cambio, convergen solamente para algunos valores de х, 


La serie Ух", por ejemplo, sólo converge si |х| < 1, pues рага cada х la serie 
indicada es una serie geométrica de razón x. 


Teorema 1 


Si la serie de potencias Sax’ converge para el valor x, + 0, entonces con- 
verge absolutamente para cualquier valor de x tal que |х| = 'х„|. 


Demostración 


Si Ae converge, entonces el término general de la serie tiende a cero. 


Si elegimos € = 1, existe & > 0 tal que para lodo número natural n > 8 
resulta ax <1 (1). 


Ahora bien, 
П п х" x in 
lax^| = |а": =) = lax = вл E (2). 
х, Xp 
Por (1), ах] < 1 sin 8. 
Reemplazando en (2): |a,x^| < B : | sin > å 
g 


x | ДР 
Osea, la,x"| < -> si n > 8. 
0 


Si x es un número que cumple la condición |х| < x! esq = HH < 1, 
x 
n 
Luego, sin > 8, entonces es |a,x"| < 9", y la serie Y ¡a,x”] converge por 
comparación con la serie geométrica Y. Por lo tanto, Y ax" converge abso- 
lutamente, 
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Teorema 2 


Si una serie de potencias Уа" no converge para el valor x,, entonces tam- 
poco converge para un nümero x Si |х| > 'х„|. 


Demostración 


Suponemos que existe un número х, para el cual Ix,| > Xol y la serie Sa, 
converge. 

Ahora bien, la serie эү" converge, de acuerdo con nuestra suposición, у 
no converge para el número x, siendo |х,! < |x, |. 

Esto contradice al teorema 1 y, por lo tanto, la suposición inicial es гаа. 

Luego, S ax" no converge en las condiciones dadas si |х| > Хо. 


Radio e intervalo de convergencia 


Definiremos ahora radio e intervalo de convergencia para los tres casos pro- 
puestos en la página 378. 


1) Sila serie b a, X^ converge solamente para x = 0, el radio de convergencia 
y el intervalo de convergencia son ambos nulos. 

2) Si !a serie px. converge para cualquier nümero real x, el intervalo de 
convergencia es R. En este caso el radio de convergencia es infinito (+ =). 

3) Si la serie by Eu converge solamente para algunos valores de x y no con- 


verge para otros, sea A el conjunto formado con los módulos de los valores de x para 
los cuales la serie es convergente. 


El número positivo г es el radio de convergencia de la serie Sae si y sólo 


si г es el supremo del conjunto А. 
Si г es el radio de convergencia de la serie, el intervalo (—r;r) es su intervalo de 
convergencia. 


Puede probarse, si la serie b E tiene radio de convergencia г, que la serie 


‚ converge absolutamente para cualquier número x si'x| < r y que no converge si A 
(Obsérvese que nada se afirma sobre el comportamiento de la serie para [|= т, 
que depende de cada caso en particular.) 


Cálculo del radio de convergencia 


Consideremos la serie. Ya, x". Sabemos que esta serie converge si У la,x*| 
converge. 


n 


a, X 
An] X 


Si existe lim | a, 
n-1 


Е | = f, para cada número x es lim | 


a-i 


Aplicando el criterio de D'Alembert, para cada х resulta: 


380 


|= e-i. 


€-x «1 = Ya, converge y 
eérx|> 1 => S Rot diverge. 

a, 
а, 


Es decir, para 21 | = € + 0, la serie aat converge si |x: < Ty 


diverge si |х| > > 


Sies ё = 0, la serie converge para cualquier valor de y, 
En efecto, Vx: £- lx] = 0 < 1. 


Aplicación 


Hallar el radio de convergencia de cada una de las series siguientes: 


1) Yn х! 


a, = пла, у = п – 1 > ¿€ = | п |= 
n-1 P 


Luego,r = — > г = 
х" 
2 > n! 


1 
7? n mens 


1 y la serie converge si х| < 1. 


ENEG = (1-1) 
19 £ = Wm EH 24 


n 
x 
Luego, > тү Converge para cualquier número real х. 


Serie de Mactaurin 


Ya se ha visto en el capítulo 8 la fó 
: t órmula para el desarrollo de un ión utili- 
zando el polinomio de Taylor o el de Maclaurin, bar 


4 


fx) = КО) + +(0)х + Ae. КЁ ы зу ыд, 


a — T == т = 


F: е) (2) xro? 


(z entre x y c). 


(n+1) 
_ x< [OU (0) x" 
Osea, f(x) = УУ ар цар + ra 00 (1), donde r,,, (x) es el tér- 
mino complementario, 
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Si la función ! tiene, para todo n, n derivadas finitas en el intervalo (11), la si- 
guiente serie de potencias se llama serie de Maclaurin correspondiente a f: 


f"(0) х? 


ын ил (0) х" 2 Ts hii.) E SE 4 
РУ ш = = ҚО) - f'(0)x + 2| 
T h 
Ё e T (2) (para lx] < 1). 


interesa saber en qué condiciones las expresiones (1) y (2) coinciden, o sea, en 


e p" (0) x" 
qué condiciones es f(x) - » TUE 
Me O є 


En primer lugar, la igualdad anterior sólo tiene sentido si la serie de polencias es 
convergente para cada número х que se considera, єз decir, si r es el radio de con- 


vergencia de la serie debe ser]xl« r. 
En segundo lugar, el término complementario debe tender a cero cuando n — х. 


"n 


En efecto, por (1), f(x) - Y 
БЕГ, 


pt 0 h 
S. = na (>). 


Luego, lim. [i = Эва ни = tim Dr... | 


n 


irl (0) x^ C PX n A 
Osea, іт [t09 - 2. n zr [X s: |" 


= ит [n w]: 


r pm (0) х" 
5! lim. | хєл 21 = 0, entonces f(x) = im | аа. 


Por lo tanto, si f es derivable indefinidamente en ип intervalo (-11) y, además, 
Wm [r,., (x)] = 0, entonces, para cualquier x del intervalo considerado, es 
П> 
n= 


x 


In) h 
f(x) = DE AA 


fzo hi 


Obsérvese que la condición exigida de que el lérmino complementario tienda a 

: cero implica la convergencia de la serie de potencias en el intervalo {-гг), pues su 

suma es finita e igual a f(x). El recíproco, sin embargo, es falso, pues la sere de 

potencias puede ser convergente y el término complementario no tener limite nulo 
para n — =, 
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En ese caso la función correspondiente по puede desarrollarse en serie de 
Maclaurin. 


Un contraejempio la proporciona la siguiente función, conocida como función 
de Cauchy: 


e " six*0 


0 six = 0 


Puede demostrarse que esla función tene n der:vadas finitas en R que se anulan 
en el origen. 

Por lo tanto, los coeficientes de la serie de Maclaurin son nulos, y para cual- 
quier x là suma de la serie correspondiente da cero. 


Estos valores no coinciden con los valores de 1, que solamente se anula en el 
origen. 


Aplicación 


I Si una función es derivable indefinidamente, las consideraciones anteriores рег. 
mien desarrollarla en serie de potencias. 

Para ello debe escribirse, en cada caso, la fórmula de Taylor o de Maclaurin 
correspondiente, y verificar que el término complernentario tiende a cero, Esto по 
siempre es fácil, pues no se conoce z, pero algunas veces es posibie acotar el resto y 
prabar, entonces, que su límite es cero. 

Trataremos de desarrollar en serie ѓа tunción seno. 

Aplicando la fórmula de Maclaurin, es: 


х? x? n 
Senx = x -— — + —— = .. + Z) = 
3! 5! sen( +n 2) n 

lim ЕЕ | = lim pum = т кыс = 
a (2n4 1)! 2n(2n- 1) m 


Luego, la serie converge para cualquier número real х. 
n n 
Ad й aw A ын NES 
emás, lim |sen (z п 2) "i 5 ит E = 0 (pues es el término 


general de la serie > que converqe [pág. 381)) 


3 5 2n- 1 
Por lo tanto, V: ѕепх = х — + X. — HE. ын 


3! 5! UU 7 (8-3) 


EJERCICIOS 


1) Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias: 
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а) 2, (-1)""" — b) >, х spe Tm e) Diverge (к-У 1 ) 


vn 


arx = nx 5 
d > — Ho fj Y ntx f) Converge. Сотрагагсоп У,-1- 
n 


2) Desarrollar en serie de Maclaurin, si es posible: 3) 9) Diverge. Las restantes convergen (Para e y £ el criterio de D'Alembert no in- 
a) соѕх b) Ih (14x) с) e киш) 

4) Converge para todo número real а 

5) e diverge. Las restantes convergen 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 6) a, b, c y d convergen; e diverge 


CAPÍTULO 10 Sección Vll 

Sección | 1) a y d convergen 

1) Ya, diege УЬ, = 4 2/5 = 7 Ха, = 3 Sección УШ 

Sección III 17) а)г=1 bjrese grate д] r= er-1 0г-0 
1) 25. 2 ón 20, у 24h, по convergen 2) a) cos x = 1 RE ча b) hi a. E 
Sección V E M 2 3 4 

1) Las cuatro series converqen absolutamente ue tts a y E $ E mes 

2) Se = 1+ + CR 

Sección Vi 


1 1 1 1 


+— + — + 4 


1) Serie mayorante Sa, =1 + 2 2^ 4^ 4^ 


2) a) Converge. Comparar con > L 


b) Converge. Comparar con ies i 
c) Converge. Comparar con > 


d) Diverge. Comparar con > = 
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11, PRIMITIVAS 


El análisis elementai incluye dos procesos fundamentales: el cálculo de deriva- 
das y el cálculo de integrales. \ 

El primer proceso, derivación а d.terenc'ación, conduce, сото ya se ha visto, a 
definir la secta tangerte al gráfico de una función gerivable en cualquier punto del 
mismo. El segundo proceso. la integración. permile hallar el área de regiones limita- 
das por el gráfico de tuncianes continuas. | 

Ambos problemas, el de la recta tangente y el del área, se resuelven por caminos 
totalmente independientes, pero terminan vinculàndose entre sí, pues el cálculo de 
áreas se reduce finalmente al cálculo de antiderivadas о primitivas. 

De acuerdo con las consideraciones anteriores, debe darse primero el concepto 
de integral definida y ura definición conveniente de área. Más tarde, mediante el 
teorema fundamental del cáiculo integral, se relacionan ambos conceptos con la deri- 
vada, o mejor dicho con las antiderivadas. | I р 

Dedicamos este capitulo solamente а ‘а antiderivación о "cálculo inverso de la 
derivación. Para ello definirernos previamente tunción primitiva o antiderivaca de una 
función Í y luego estableceremos cierta “técnica de integración" basada en el cálculo 
de derivadas ya conocido, 


I. Primitiva o antiderivada 


Si f es una función definida en un conjunto D. la furción Е, definida en el mismo 
conjunto, es una primitiva de f si y 5060 si F es derivable en D y f es su denvada. 
Es decir. 
F primitiva def en D e» YxeDb: Fix) = iix. 
Obsérvese que F es una primitiva de f y no'a primitiva, pues hay infinitas funcia- 


nes diferentes cuya derivada es f [en el caso en que haya por la menos una). 
Latunción F es una primitiva o antiderivaca del. o también integral indefinida de f. 


Ejemplos 


1) Sea fix -e 4х?. 1 
Fo: x — х! es una primitiva de f, pues Vx: F'(x) = 4x" = f(x). 
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También F,:x—x* - 3 


Fix х* + x2 son otras dos funciones primitivas de f, 
En general, F:x —^ x’ + k es una primitiva de f para cualquier número real k. 
2) Sea g: x ^ cos x. 


G:x— ѕепх + k es una primitiva de f, pues Vx: G'(x) = cosx = gix}. 


Por to tanta, recordando las fórmulas que dan las derivadas, se pueden hallar las 
primitivas. 


Se comprende inmediatamente que na todas las funciones tienen primitivas. 
Además su cálculo no es simple en general, pues funciones elementales pueden 
tener primitivas de cálculo muy complicado. 


Teorema 


Una función ! que admite. en un conjunto, una función primitiva F, admite infinitas 
funciones primitivas, todas ellas de la lorma F 4 k. donde К es un número real 
cualquiera. 


Demostración 


Si F es primitiva de f en D, por definición; vx € D: F'(x) = f(x). 
Si k es un número real cualquiera, la función F, = Е + k es derivable y su 
derivada es F' = F' + 0 = + 


Por lo tanto, existen infinitas funciones que son primitivas de 1, Si el dominio-es 


un intervalo |, todas ellas difieren en una constante y 1 no admite otra primitiva fuera 
de ellas. 


En efecto, si F у G son dos primitivas cualesquiera de la *unción f en el intervalo l, 
por definición, Vx € |: F'(x) = f(x) y G'ixl = fix). 


Luego, F у G son funciones que tienen la misma derivada. Por una consecuencia 


del teorema del valor medio del cálculo diferencial (pág. 249}, F y G difieren en una 
constante. 


Osea, 3ke R/G = F + k. 
Para desianar una primitiva cualquiera de la función f suele utilizarse el sim- 
bolo у. que se lee "primitiva de f о antiderivada de f o integral indefinida de f". 


La función f es el integrandoen la integral indefinida у. 


Es mas comun el simbolo jJ f(x) dx, que designa también una primitiva cualquie- 
ra de f y fue introducido por Leibniz* en el айо 1675. 


Por razones prácticas. los simbolos f t. Ї fx), $10 dx serán utilizados en 
forma equivalente. 


* Godofredo Guillermo, barón de Leibniz (1646-1716), filósofo y matemático alemán, con 
profundos conocimientos de fisica, historia, derecho, teologia y política. Se lo considera "давси- 
bridor” del cálculo diferencial, pues publicó sus ideas antes que Newton. 
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Por ejemplo, si fix — x", las siguientes expresiones son equivalertes: IE 


р, pe dx. 


Por otra parte, también son equivalentes las expresiones 


I ; fea foo 
Prescindiremos de la notación diferenc:al mientras la expresión consideraca ten- 
ga una sola variable y no se puedan originar confusiones. 


II. Integración inmediata 


Los teoremas siguientes, basados en conocidas propiedades de las denvadas. 
facilitan el cálcuio de primitivas en ios casos más simples 


Teorema 1 


Sif y g son dos funciones definidas en un coniunto D, F es una primitiva de fy G 
es una primitiva de g. entonces F + G es una pnmiiva de f + g. 


Demostración 


Para probar que F = G es una primitiva de f = y debe verificarse que 
(FG) = T 9, 

Ahora bien, aplicando derivada de la suma (0 resta) de dos funciones derivables, 
es (FG) -= F ж G' am i 

Como F es primitiva de f. por definición es F" = f, y como G es primitiva de g, 
es G' = g. 

Reemplazando en (1), es (F-GY = f * gy el teorema queda probado. 

Este teorema se Generaliza facilmente por inducción completa para n sumandos: 


ЭЕ - У f^ 


Ejemplo 


1 


[e = senx + e*) р + $ sen» + fe” 2 
-4-3 (еей + Ce) + k = 


3 
A met v Kk 
3 


Teorema 2 


Si 1 es una función definida en D, c un número real y F una primitiva de f en D, 
entonces cF es una primitiva de cl en D. 


388 


Demostración 


Probar que cF es una primitiva de cf significa verificar que (cF) 


Ys 


Ahora bien, aplicando derivada del producto de una constante por una función 


derivable, resulta (cF) = cF' (1) 
Como F es primitiva de f. por definición es Fr = f. 


Reemplazando F' por f en (1), queda la tesis, 


Ejemplo 


fe = 3 fx -3-— ek 


Teorema 3 


ГЭЛ! 


Para todo número realn + ~1 es Jar = 
п+1 


Demostración 


Por la fórmula obtenida para derivar una función potencial: 


( х"! -KY = (n1) x^ ET 
n 1 n4 1 = K. 


nei 


Luego, fe UR. бу А 
n*1 oK. SP n. * -1. 


1) f?-4- * k, pue х? E вх” - 
ci уы, У 


3 


8 = ^ у . 
2) f = 6° + k, pues (2e +k) = FEL M3 loy 5 


Teorema 4 


1 
f< =" +. 


Para verificar la igualdad anterior aplicamos fórmulas de derivación: 
1) Si x > 0, entonces In xj = Inx. | 


Luego, (Inx +k} = 2 
х 
2) Si x < 0, entonces Їл = inf. x). 
Luego, (In(—x)+k)' = zi 1) = ala 
x x 
Por lo tanto, 
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vx: (х FO > $ = In |x. + к). 


Obsérvese que no hay error en la expresión 


ЕБР 
x 


si el integrando es positivo. 
En cambio, la fórmula 


f Эг lx] + k 
х 
admite integrando negativo. 

Obsérvese también que la función їл х) = In x es una restricción de 
д/0(х) = In |x|, pues Df = R` mientras Pg = A - 40) 

Con la notación diferencial indicada en la página 387 la expresión de los teore- 
mas anteriores es: 


Teorema 1: fio + gíx)] dx = fa dx + fow dx 
Teorema 2; feto dx = c feo dx 
1 


n+ 


“К sing -1 


Teorema 3: fx dx = 
ntd 


Teorema 4: f+ dx = In | + k 
x 
Mediante teoremas similares, cuya demostración consiste en verificar simplemente 


que la función obtenida admite como derivada a la función inicial, 56 obtienen otras 
fórmulas para antiderivadas. 


EJERCICIOS 

1) Ї - 2) fv + x° ~ senx) 
1 Me л Eq PE 

3) | энэн 4) fer NX 8) 
7 

5) Е . 9 fGx + 89) 


7) Ї (7 x - 49) 8) 1 (n2 - 2) 


Ill. Integración por regla de la cadena (sustitución) 
Teorema 


Si f tiene derivada finita en D, entonces, para todo número real n + —1, es: 
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(^^! 
1 n > 1 


Demostración 


Si se aplica la regla de la cadena a la función f: 


p" Š (п41) Р 
+ k) = ————e.[-2n"m.r 
их п +1 ! 231 


que justifica la tesis. 
Ejemplo 1 


fi - 5x). (бх - 5)] = A S 


2 і ? ! 2, 15 
pues (SE - k) = Lie + Бар. 5 ЭХГ (6х +5) = 


= (3x? - 5x)* (6х í 5). 
Este tipo de integración puede utilizarse en otras funciones compuestas, además 


del caso anterior en que se consideró especialmente una función de tipo potencial. 


El método se apoya en la aplicación de la regla de la cadena para derivar funcio- 
nes compuestas. 


Ejemplo 2 
1 
Consideremos Ї [cosin x) Y l 


En este casa, cos (In x) indica una función compuesta, y la función exterior cose- 
no tiene primitiva inmediata seno, | 


Además, está multiplicada por la derivada de In x. que es - 
х 


O sea, puede escribirse 


Л (In x) 2] = fisen (In ж), 


pues, aplicando la regla de la cadena. es 


[вет (In ХУ” = | сов пх). t | 
x 
Por lo tanto, f [sms] = sen(Inx) - k. 


En general. Sí (9001-8100) = F[gix)]| ~ k, donde F' = f. 
Para comprobarlo: 


(Е [9()] + k) = F'[909]-g'() = 118001:045) 


^04 


El cálculo de este tipa de integrales parece complicado en sus comienzos, pues 
su éxito vepende de poder indicar la tunción compuesta en forma tal que la función 
exterior tenga primitiva inmediata y figure la derivada de la función interior 


Ejemplo 3 


Consideremos Í tsen (x^) - x^]. 

La expresión sen (х?) corresponde a una f unción compuesta. donde la función 
exterior seno tiene primitiva inmediata y. aunque ro aparece la derivada de х" basta 
agregar la constante requerida. 

En efecto: 


епо): хе] - i fs n) 5х*] = 


Para comprobarlo: 


1 т 1 5. БЭР "an 
(E — cos(x^) ! k) = — зех”: 5x“ = БООХ | SN. 
5 5 
Se ha visto también, al enunciar el teorema anterior, que la lormula 


jns 


fa tf = — | k noesválida s n = -1. 
n +3 


Recordando que si y = х) es y Рх). 


resulta [^ t) = SE r) = mg k 


E 
f(x) 


Ejemplo 4 
[-®—- nx? - x + k 
x° + x 
Ejemplo 5 
2 e зу? + ^ 
(ЕЕ -4 | “шүт Өд 6 1] + K 
х? - 6x +1 3 х!-6х-1 3 


La habilidad para este tipo de integración sólo se adquiere con la práctica. Una 
forma mecánica de iniciarse es aplicar una sustitución conveniente de variable, que 
resulta más sencilla si se utiliza la notación diferencial, 

Consideremos los mismos ejemplos anteriores: 


1) fe + 5x {6х + 5)dx, Hagamost = Зх? - 5x. 
Luego, dt (бх + 5]dx. 


.  Sustituyenido, es: fex + 5xJ? (8x + 5) dx = 


7 ? (4 
= [еа = t ӨЛ салс SSS tma 
7 7 
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2) f ost T x Hagamos t = In x. 


Luego, dt 


II 
| 
a 
2 


Sustituyendo, es: | costin x) Lax = f cos tot = 


= sent + k = sen(Inx) + k. 
3) | sene» dx. Hagamos la sustitución і = x*. 


Luego, dt = 5x dx y x'dx = I4 


Sustiluyendo, е5: 


й 


f sen xt ах Геп: $ а = 2 fsentat - 


1 1 
= — (“cost ~ k = - — А 
s! os t) g бох) + k. 
4) 25 VAL Hagamos | = x? ~ x. 
X” + X 
Luego, di = (2x + 1) dx. 
Sustituyendo: f Bx. dx = f m Int] + k = nix? + x| + k. 
x° + x t 
2 +2 
5 сэ, dx. Hagam = ХЗ + 
) TA agamos t = x" + 6x 1. 
Luego, dt = (3x* +6) dx 
dt = 3(x? +2) dx 
üt - n» 
3 (x* + 2) dx. 
„2 
: +2 1 dt 1 
Sustituyendo: SE dx == | — = — = 
y не рор 3 : а ll + k 
= Z imp — 6X + 1, + k 
Otros ejemplos 
3х2-5 
6) J dx Sea t = x° + 5x. 
д + 5х 


393 


= 2\5 + 5x + k. 
7) | ser х сов х ах, t = senx = dt = cos x dx, 
2 sen? x 
sen? x-cos x dx = j^? шек == шк 
6 6 
ЫЙ | 25 X +2X o. t = КЎ = 5 z d = Gx'-109dx = 
x° + 5x° š 
= 5(x* - 2x)dx. 
la 


JfE2 a- $2 Е ТЕЕ 
х° + 5x? t 5 t 5 


-Улчи E TE 1] 
= i InxÉ + 5x*| + k = n V 5 + &x*| + k. 


EJERCICIOS 
2) [ох 
3) Su + 7)° - 3х“) 4) f ise -cos x)] 
6 _ 215 5 ох! 

5) | вх? - 3955 e - m af 

sen 2x 3 л 2 ET 

z 8 (cos?x — x?) (cos? x sen x — x°)] 
7) 1 1 + sen2x ) Л 


» ffor- Qe 9] 9 fo 


I sen x + х! 


11) f—— 12) ee +20 8х + 1 


cos x — xŠ 
13) $ tcos* (Эх) - sen(3x)] 14) Је v/x* - 3) 

1 + Зх в 

6) [ (sx + з 

8 fa + 3x?) 16) f es ) 
17) fisen х cos°x] 18) f ex + 7)" 
19) f iseng +3)] 20) f SL 
n Jor a [dii 
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23) fo cos(1 — x*j] 24) [—— 
25) d | вэ? н 2» 2] 


27) Ї ЗЕ 28) Ї [310% . e*] 


26) Ї 2 (2x) у costas | 


29) fe uu.) 30) f n9 -sec^x] 


IV. Integración por partes 


Si observamos los ejemplos que se han resuelto por sustitución (раа, 393), ve- 
mos que el integrando está formado en todos los casos por el producto de dos fun- 
ciones. 

Ahora bien, no hay fórmula para hallar la primitiva de un producto, -ya-que la 
derivada de un producto no es el producto de las derivadas. Por lo tanto, en todos los 
casos presentados en la sección anterior, para aplicar la regla de la cadena debimos 
descubrir primero si uno de los factores correspondía a una función compuesta y el 
otro a la derivada de la función interior, 

Es común al resolver ejercicios que se presente la integral de un producto, donde 
no se cumplen las condiciones anteriores y no puede, por lo tanto, recurrirse a la 
regla de la cadena. - 

En esos casos, si una de las funciones es integrable en forma inmediata, se 
recurre al método de integración por partes, que utiliza el cálculo inverso al de la 
derivada de un producto de dos factores. 

Sabemos, por regia de derivación del producto, que 


(fg = t'g - fg. 
Si todos los términos son integrables, es: 


1 (8) = f (а) + | (89. 


о sea, 


E 
+ 
> 

i 
2 
& 

+ 

—, 
e 
— 


y 


RE 

= 
e 

! 
c 

| 
a 
© 

l 
A 


que es la fórmula de integración por partes. 

Observemos qua en el primer miembro de la fórmula aparece como integrando el 
producto de dos funciones, una de las cuales, f', tiene primitiva inmediata f. 

Nota: Para abreviar la notación, al buscar primitivas agregaremos la constante К 
recién al finalizar los cálculos. 
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Ejemplo 1 


Јо" х) 


Al observar el integrando se ve que по puede aplicarse la regla de la cadena,, 
2 
Š "ДЕГЕ: 1 : x 
pero uno de los factores, x, tiene primitiva inmediata тас 


Luego, se puede intentar el procedimiento de integración por partes. 


x? 
fi x + Mox) Pl) = x Кю) = —5 
tx) g(x) gix) = nx g(x) = Il 


Aplicando la fórmula, 


fen» mx 5 (з=) > 


— — 


fx) aix) f(x) g'ix) 

Хх x = x 1 - XL X = 
=з nx - JS E nx 2 i! 
" x* = 5 ^ k 
"T In x 4 . 


Ejemplo 2 


Їе х?) 


En este caso tampoco puede aplicarse directamente la regla de la cadena. 
Para integrar por partes hay dos posibilidades, pues ambas funciones tienen 
primilivas inmediatas. Es necesario, sin embargo, elegir x” = g(x), pues de lo con- 


3 - 
trario, si hacemos f'(x) = x*, es f(x) = Aye ejercicio se complica. 
Luego, | f(x) = е" f(x) = е" 
gix} = x° g'(x) = 2x 


Resulta: 


fe = e*.x2 - fe 20 = e xi – 2 Је (1). 
Debe recurrirse nuevamente al método de integración por partes para resolver 
fe х). 
f(x) = e* f(x) = e 
g(x) = х gix} = 1 
fe» = g*-x - fe = ө.х = el + К, 
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Reemplazando en (1), es: 


fex = e*.x?° — 2(e"H'Úx — е" - к) = е 


= @ -x - 2e".x + 2е" + k. 
Ejemplo 3 
sen(Inx)- Ё 
l'(x) = 1 fix) = x 
gix} = sen(In x) g'(x) = cos (Inx) - 4 
етип x) = х sen(In x) — Л cosin 3-1] - 
— x sen(In x) - [созбо x) (1). 


Aplicamos nuevamente integración por partes para resolver 


cos(In x) 
Fix) = 1 Hx) — x 
g(x) = cos(In x) g'(x) = — sen (In X l 


f costin x) = x cos(nx) + ЇЇ х senin x)-—] = 


= x cos{nx) = | sənin x). 


Reemplazando en (1), es: 


jr seníin x) 


En este ejemplo, continuar la integración por partes significa iniciar un circulo 
vicioso. En cambio, si se pasa el ültirno término al primer miembro, es: 


2 | sente х) = x sen(In x) — x cosí!n x). 


x sen(In x) — x cos(In x) - | sentin x). 


| senti x = i x [seníIn x) cos(In x)] + К. 


EJERCICIOS 

1) Їе е") 2) fe пх) 
3) Је e*) 4) fare senx 
5) fev 8) 6) fe sen x) 
7) $ (e* sen x) 8) Ї (e* cos x) 
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9) Ї cos (In x) 10) f'arctox 

11) [ | cos(2x)| 12) fu cos(5x)] 
13) 1! arc sen (bx) 14) Ї [e2 sen(4x)] 
15) Гас соз (ах) | 16) [оё arc tg (3x)] 
17) fe 5") 18) [ 
19) Ї [cos(3x)a* 1 20) Ї Intx? + 1) 
21) fe sen(3x)] 22) T 15" cos(50] 
23) fex» 29) fle * cosiax)| 
25) Ї (xe *) 26) f te 

27) fte cos(5x)] 28) f [9 cos (2)! 
29) f xt +5 зо) fe V9 + 


V. Integración de funciones trigonométricas 


Para intearar potencias y productos de potencias de funciones trigonométricas 
se recurre a fórmulas conocidas de trigonometria. 


Recordemos que cos?x + sen?x = 1 
y соѕ2х - sen*x = cos 2x. 
Sumando, 2cos?X = 1 + cos2x => 
2 1- cos 2X 
= cos’ = — Y 
2 
y restando, 2sen2x = 1 - соѕ 2х => 
> 1 - cos 2X 
= sen x = 20062015 


Primer caso: potencia impar de seno о coseno 
1) f se = Л (sen х se^ ш | [sen x (1 — cos?x)] = 
= ШЕТ X ~ $ зеп х со5 х) 
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cadena. 
3 
Везийа f sex = — соѕх + k y | isen х сов) 239: ооз Е: 
Luego, $ sen” = — cosx - M л З 


2) IE - | вепх sent) = fisen x(1—cos?x)?] = 


li 


fisen x(1 — 2 cos?x + costx)] = 


|зөөх - 2 J (sen x со?) n | еп хсозх)= 


COS X + E соёх - i со57х - k 


En general conviene recurrir al siguiente factoreo: 


[57^ = fisen x sen °x) = fise x(sen?x)P] 


se [ien xa cos*xj" |, 


Análogamente: 


fost = J eos x- сов?) = ficos x(cos2x)P| = 


= ficos x(1 — sen2x)P]. 


Segundo caso: potencia par de seno o coseno 


б, 1 2085 2 Р 
1) | se = f A par fórmula anterior (pág. 398) 


1 
= 775 fosa = + EU | K 
2 4 


1 + COS 2x 12 
2) ES = A 2 ) = + fa + 2003 2x - cos?2x) = 


ЗУ 4 7 [оов 2х ре: cost2x = 
4 2 T z 


| зеп х es integral inmediáta, y en f een х cos x) se aplica la regla de la 
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x 1 1 1 — cos 4x 

== — sen 2x — | ———— = 
ТИКА БУТ au ай 2 
х 1 1 

= — + — sen2x + — 1+ Ç fosax = 
4 sen2x + 1+ 

_ x + sen 2x " Ё ЭРЧ зеп 4х Eka 
4 4 8 32 

_ 3х , sen2x , sen4x |, 
B 4 32 


En general, conviene hacer: 


f sen2Px = T [sen?x)P 


y Iu - Јов?) 


pay 
pey. 


Tercer caso; producto de potencias de seno y coseno con un exponente impar 


f (een? cos?x) = еп cos х (1 - sen?x]] = 


f ser cos x} - ееп“ соѕ х). 


Las dos últimas integrales se resuelven por regia de la cadena: 


2 
| (ser cos х) - шилж +k 
5 
J tsen*x соз х) = = 5 k 
вв х sen*x 
Luego, | tsen?x cos*x) AT TE + k. 


Cuarto caso: producto de potencias de seno y coseno 
con los dos exponentes pares 


| вепёх соз?) = EZ. 1 + cos 2x ) Е 


2 
-4 fu- = fL - foz 


y se recurre al primer caso, 
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EJERCICIOS 

1) Ј зеп») 2) IE 

3) f (sen?x cos?“ x) 4) J cos*(2x) 

5) f se^ 6) IE 

7) f (sen? 5x cos?x) 8) f СУсовэх sen?x) 

9) f'(sen*tàx) cos? tax] 10) f'sen*(39 
11) | (sen? cos? (5x)) 12) ШЕ 5М cos 2 

1 

13 ———— 4 

) 1 205 (2x) 14) ЁС х 
15) f sh?(3x) 16) Jf. ch?(4x) 
17) Jo == dx 18) | sec хх (véase pág. 418) 


VI. Integración de funciones racionales 


Si se quiere integrar el cociente de dos funciones polinómicas y el grado del nu- 
merador es mayor que el del denominador, primero debe efectuarse la división. 


4 


Por ejemplo, f 2 - [осе -х-1+ L ) = 
х= 1 х+1 
x^ 


— x + In iX * 1| + k. 


xŠ 
- - — + 
3 


Al efectuar la división de dos polinomios llegamos a un polinomio cociente, y el 
resto, sobre el divisor, da origen a una función racional, En ella, el grado del numera- 
dor es inferior en una unidad, por la menos, al grado del denominador. En el ejemplo 


anterior, dicha expresión: pudo integrarse inmediatamente, 


х-1 
En otros casos se la debe descomponer en fracciones simples, como se indicará 
a continuación, 
Se ha visto que al efecluar la división resulta: 


——— = 40) + ON ygrador < gradog o r = 0. 


La integral de q es inmediala, ya que q es un polinomio, y el problema se reduce 
a integrar el cociente de dos funciones polinómicas cuando el grado del numerador 
es menor que el grado del denominador. 
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El paso básico en este m étodo de integración es la descomposición del cociente 
en fracciones simples, para lo cual deben hallarse primero las raices del polinomio 


correspondiente al denominador. 
En álgebra se demuestra que cualquier polinomio de coeficientes reales puede 

expresarse como producto de polinomios, primos sobre R. lineales o cuadráticos. 
Se presentan cuatro casos según que las raíces sean reales o imaginarias, sim- 


ples o múltiples. 
En todos los casos consideraremos solamente la integración de funciones racio- 


nales propias, es decir, de tunciones racionales en las que el grado del numerador es 
menor que el grado del denominador. 


Primer caso: Las raíces del denominador son reales y simples 
(El denominador se expresa como producto de polinomios lineales diferentes) 


Ї х? р х 


Las raíces del denominador son r, = 3 y „= -2 


Luego, xê- x- 6 = (x - 3i +2, y la expresión (1) admite la siguiente 
descomposición en fracciones simples: 


Ejemplo 1 


Falta calcular e! valor de A, y А. 
Para ello sacamos común denominadar en el segundo miembro: 


1 2. А {х + 2) + A {x – 3) 
x?-x-6 (x - 3)(x - 2) р 


Igualando numeradores: 
1 = А{х+2} + A,(x - 3). 


La expresión anterior debe verificarse para cualquier valor de х, Por lo tanto, se 
procura elegir valores de x que simplifiquen los cálculos, 


Si x =2, es í = A,(-5) y А, =-$ 
Sx=3 ез 1= А-5 у А, = +. 


1 1 1 1 1 
A e с чег = as = 
ч х -x-6 хо са M бэрэг 


Tmkh-3 q nal + k > 


l! 


" 


iñ 5 LS 


2) + k. 
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Ejemplo 2 
pe - 16x +4 
x! - 3x? + 2x 
Las raices del denominador son Гү 0, тыз] су ү 2 
37-1В gu 

Luego, x? - 3x* + 2x = x(x - 1)íx - 2) 

Эх? - 16x +4 А, А, А, 

аа LP REN E 

х 3x* + 2x x x-i x-2 


Por la tanto, 


9x? — 16x + 


+ 
I 


= А,(х - 1)(x— 2) + Axíx- 2) - Ayx(x — 1). 


Luego, f 98 16624 _ 21! 1 
x? — 3x? т 2x 21551 2 [- 


= 21п|х| + 3In |x- 1| - 41 х-21 + k. 


Co sidere as, en | ( ) don 
[4] m i general, la inte: ral -- e t m 
g | п ) , donde el grado de р е^ menor 
І Sea x) = + JS a eales 
al ) а.х EET а.х H ET y Tía r, E Р 5 п raíces r 1 E 


El polinomio gix} admite sobre R la siguiente factorización Única: 


gix) = a,(x- n) (Х-г,)....(Х-г,). 


Luego, р) 3 А. А, А 
(х) а Д Оке t rer Lem 


Segundo caso: Las таїсе i 
: 5 del denominador son І tti 
(El denominador se expresa с dd ds 
| omo prod 
repetidos). ais 


polinomios lineales, algunos 
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Ejemplo 


x -x*4 
— — иж 
f (x - 1) (х - 2) 
La descomposición en fracciones simples exige que 


Х-х-4 =: en n А, rique 
(x - 1)° (x - 2) (х = 1) х-1 х-2 

Sacando minimo común denominador en el segundo miembro, е igualando los 
numeradores, queda: 


€ x +4 = Alx- 2) - Аг(х - 1) Íz - 2) - Ast — 17. 


х= 2= 6 = А' 1 = A, = 6б. 
r = yum жА(-1):5Аг = -4 


Se necesita otra ecuación para encontrar А. Сото no existe Otro ipn ооо 
anule alguno de los sumandos, conviene elegir cualquier valor que facilite los са : 


x = 0= 4 = -2A - 2А; + А Reemplazando A, y А; por los valores уа 
obtenidos, es 4 = 8 – 2A + 6 -10 = 2A; = A, 5 


^ 


xXx -x14 --4| —— sf —— 6 f L 
Luego, | 37 zy (x — 17 x 1 х 


5 Ё, 2 ЕЕ 
Е af &-n* Sin x - 1[4 8Inix — 2| = 222 5 In x | 
+6 In ¡x- 2: - k. | 
En el ejemplo anterior, la raiz г = 1 es una raiz doble (de orden 2), Si aparece 


una raiz triple, como en el caso siguiente, la descomposición en fracciones simples 
es: 
р(х) US. e A, 5 Ap + A. A 1 
(x = 1) (х — 3) (х= 1 (х= 1) x-1 Х-1 
Si aparece еп el denominador una raíz múltiple de orden k, debe hacerse 
k 

ERAN > 2 

(к=); (x - 0 


1 


En general, si el grado del denominador es n, la descomposición debe hacerse 
en n fracciones simples de la siguiente manera. 


р(х) Ё 
AE P -...(x - r, F 
* п е Р 
1 A NN E ON Lip 
E а, (5 (x n) 2, (x— fo) Ы = (к= 51 
donde k 4 h - ..., + @ = n. 
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Tercer caso: El denominador tiene raices complejas, no reales, simples 


{Еп el factoreo del denominador aparecen polinomios cuadráticos irreducibles, to- 
dos distintos entre 50) 


Ejemplo 1 


$ 1 
1 + 9х2 
El polinomio del denominador es irreducible, pues sus raices son 


) m 1 
r. = = | л A Е 
1 3 y п 3 


En este caso la expresión anterior puede resolverse utilizando la derivada de 
arco tangente y la regla de la cadena: 


1 1 1 
— = [——— = 1 асад (эх) - k. 
J. 1; патч s wP am 


Como ya se ha dicho anteriorrnente, la integral anterior puede resolverse tam- 
bién por sustitución, рага lo cual es conveniente utilizar la notación diferencial. 
Haciendo и = 3x,es du = 3dx y resulta: 


1 1 1 
Te = + J —— = 
[таз 3 1 + u° n 


1 
— arctgu — k = 
3 g 


H 


HI (3x) - k. 


Ejemplo 2 


1 
Ї х? + 2x + 10 


| También en este caso las raices del denominador no son reales y el polinomio es 
irreducible en R. 


Para poner en evidencia la derivada del arco tangente, conviene completar el 
cuadrado para llegar a una expresión del tipo u? + 1 (véase pág. 62). 


x° + 2x - 40 = OC k 2x) + 10 = (2 «2x « 1) +9 


H 


= (x + 1)? + o = 9 [LME y] 


2 х-1ү? 
AM Ї 3 ) | 1] 
La operación de completar el cuadrado es simple una vez que se ha practicado 


convenientemente, y la clave está en sumar y restar, en forma adecuada, el cuadrado 
de un medio del coeficiente de x (si el coeficiente de x? es el número 1) 


d 
iia Jaan гүүгээ sd guy 
3 3 
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Ejemplo 3 
[= 
x? - 1 
- 1 = (x- 1t) (x? -x + 1), pues tiene raíces r- 1, 


d p Nd 
2 ату 


х? 


1 1% 3 
f. = — + - = 
2 2 Y r 


z 


En este caso la descomposición factorial es del tipo: 


pix) ы А, А,х + А, 


(x-rMx bxc) — х=, х? *bx-c' 


— 
ЫЕ! 


Edd EE ERAS 
EEE m хох 
х= 2 = A (х? (x 1) - (Au + AJ(x - 1) 


x = -1 = A, + (-A, + AJ(-2) = 1 


= A, - 2А, – 2А, = 1 


La primera integral es inmediata: е пена In [x — 1! + k. 
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1 
. esdu - z dx y dx = 3 du. Resulta: 


La segunda integra' е resuelve como suma de dos integrales, una de ellas 
mediante logaritmo y i= otra mediante arco tangente. Para la primera se busca como 
numerador la deriva«a del denominador, para que la primitiva sea 'n(x^ ~ x + 1) 
El numerador bus-ado es 2х + 1. Para obtenerlo se introducen las constantes ne- 
cesarias, de la rnanera siguiente: 


гоох-1 A 2x - 1 1 
J x 4x4) 2 х2 - х +. 1 2 


- dni +x- d) + | — —À: — - 
2 2 Jr (Z= 2 
ЕЙ, УК M 
4 3 
= L (g S x+ х= — n 
2 3 ( 2x41 i 
VER 
шоо Infx2 +x- 4) = > а arc ig EET k. 
2 3 v 3 
En definitiva: 
х-2 1 А V3 2x 
zinx-1 — In (х? Fx 1) arclg — — 4 k. 
ij x3 — 1 | 2 3 9 v3 


Como se observa en el ejemplo antenor, las cálculos se complican, Por ello es 
necesario ir graduando los ejercicios y no dar demasiada importancia a las dificulta- 
des que sobrevengan antes de haber efectuado una práctica muy intensa. 

En general, en este caso, la descomposición es del tipo: 

r) _ Ах í A. " An XA 

а(х) ах? + bx + ë 
donde q es un polinomio de grado n, con n raices complejas, no reales, diferentes 
(las raices complejas se presentan en pares conjugados). 


mx? - px + h ` 


* Cuarto caso: El denominador tiene raices complejas, no reales, múltiples 
¿En el factoreo aparecen factores cuadráticos irreducibles repetidos) 
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Ejemplo 
Ї хе de ЛЕ: Хайр 
(х? + 1)? 
x: wat - 2xX - 3 _ A,x - B, y А Bo 
(x? р 1}? (х? 4 1)? х? +] 


х9 — 342 + 2x - 3 =.(Ax + B.) 4 (Ax + В,) (х2 + 1) 
X! - 3x? + 2х - 3 = А.х? — By? + (А, + А) x + (B, + B.) (1) 


Debemos encontrar cualro ecuaciones que permitan hallar los números A,, B4, 


A; y B}. 

x=0 > B, + B, = -3 

х=1 = А, + В, -A + B, + A, + B, = -3 = 
= А, += 2А, 3 +Ë = -3 = 
— A, + 2А, + B, = 0 

Kom LOK OA. FO = АД + B; = A IB: ры 
= - A, 3 2А, B, = -9 = 
= A, + 2А, - B, = 6 

X = 2 => 2A, — B, + 8А, ~ 4B, - 2A, - B, = -3 = 
= 2A, + 10А, +'4B, = 0 > 
= À, + 5А„ + 2B = 0 


2 


Para hallar A,, B,, A, y B, debe resolverse el sistema: 


B, + B, 3 

| А, + 2А, + 8, = 0 
А, |2A4,- В, = 6 

A + БА, + 2B. = 0 


Seobliene A, = 1, В, = 0, A, = 1 y B, = -3. 
Por lo tanto, 


х3-352-2Х-3 | х мед сызу ы. 
J (x? 4-1)? = 1 (х? ~ 1)? | x° + 1 
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1 2 kl 1 2x 1 
= 2х{х°+1) “] + — > -3 fz = 
¿Jl ( у] yer к? 4 1 


p e 
2 x` ++ 


+ T ng?) - 3 асах - x. 


En este caso, si el polinomio cuadrático irreducible (x° - bx - c) se presenta k 


veces en el denominador, la descomposición correspondiente en fracciones sim- 
ples es: 


pix) E x Ax + B, 
(х2 - Бх з с) < (x? + bx + c) ` 


Otro método 


Planteada la descomposición en fracciones simples según cada caso. el probie- 
та de hallar las constantes A., Az. ..., А. que suelen llamarse coeficientes indeter- 
minados, se simplifica a veces teniendo en cuenta la definición de polinomios iguales. 

En el ejercicio propuesto en la página 408 se llegó a la expresión (1): 

x? – 3x? – 2x – 3 = A,x? + B,x2 ~ (А, -А,)х - (B,+B,). 

Para hallar los números A. , Az. B, y B, se eligieron valores de x que permitieron 
determinar un sisterna de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. 

Si tenemos en cuenta la igualdad de funciones polinómicas, los coeficientes en 
ambos miembros deben ser respectivamente iguales. 


Osea, A, = 1AB, --3АА,4А «248, - В. = 3 
Luego, А, = 1^В„ = -3AA, = 1^B, = 0, valores también encontra- 
dos por el método anterior, 
Ejemplo 
f———— E ЇЇН- (d A 
X! --2х9° — x x А21 {к 1)? 
Resulta: 


(А, tA x? + (-2А,-А,ЗАЙх + А, = x? — Б, 
Iqualando coeficientes: 
A + A; = d ^ -2A, -A-A = Ü A A, = -5 = 


= A= -S5 AA = BAA, = -4. 
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EJERCICIOS 


a fp 
x? + 3x + 2 


5 [3 
» | 5x? UE 


Caso 2 
1 
9) f (x-2)*(x-3) 


x 
м Jj. (x 1)*(x-2) 


1 
an TORCE 
DA EEEE TYY IFY 
7 
Б — + 9x 

2x +1 


(x4 1)? (x-3) 


: 5 4 _ Bx? — 5x? > 8x — 1 
2) |[— e 


-2x! + x 
- 5x? — x? + бх — 2 


— 86 = 
23 EA A PS 
ү [= E Rem 1 


Caso 3 

ax i ara es 
x3 + 4-1 

реа 
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y ER 
o ja 
“e 
[ы 


Ёл A 4 йы 
юу f > 3x5 — 24x* + 36x3 - x 


(x-2)* (x3) 


x? 


а [5 
x? + 4x2 + 5х + 2 


3 
9 за тт y 
х 
АГЕ ИСА 
6) f (x-5)* (x4 1) 
x! -x*-x-1 
18) J x3 — х? 


20) (352902 > 22 


22) J sss + 7x? =. 


x* + x? — 10x2 ~ 3x + 25 
wb 3 
x'*-2x – 4х + 8 


x5 + 733 +5 
2) | х - 7 


5 4 3 2 
x" ~ 2 + 2x* ~ 4x* + 3 
28) Í x? + 2 


х2 
"Res cm 
Gc-1)* (x? +1) 
1 
43 f 
X! + 22 + x «2 
xt 1 
45 === 
d x -х+ 2 
Саѕо 4 


4 x-1 
4 Jose x(x? - 2x42)? 


1 
0 Ї (9+х2)? 


51) Calcular las siguientes integrales: 


af E in x 
22541 


x° + 5х3 — x 
30 
P күс: x* +5 


— x? +x 
за [EA кэ + 
x? + 5х? — 3 
зә [E 
39 f —— —— — 
4x? — 24x 4 37 
1 
38 —— 
ет, 
о [—_#=— 
1 
49 [—— 
1 
44 —T — 
2 


ЫЙ гэнэ жетшс 3 - 2x? ив 


x 
48 J—— 
) x* + 8x? + 16 


3x +5 
ull! тетт а + x 41]? 


arc tg (2x) 
(x -3)* 


* VII. Integración de funciones irracionales 


Para integrar funciones irracionales se pueden intentar distintas sustituciones. 
Consideramos, en especial, la integración de expresiones del tipo: 


PF, cuyo denominador es la raiz cuadrada de un polinomio de 


Wan + Бх + c 


segundo grado. 


Estas integrales pueden resolverse mediante cambios de variable que conduz- 
can a funciones trigonométricas o hiperbólicas inversas, E [| dx 
рг 


Las primitivas que se шїї аг son: 


5 5 
1 
———-— = arcsenx ~ k e x + 5 
J x і - x^ - ага ch 5 + k 
f- 1 a Mgshx ik Ejemplo 3 
MAE Jf == dx f— dx - ¡| ^ 
In EI nh E Түр p. 
| v x“ — 6x — 90 x [x° —6x+9) + 81 == X 2559 
—=— = amgchx - к 
| ЕНЕ 


= [——r = argsh 
El radicando apropiado se obtiene por el método ya utilizado de cornpletar el 9 1- x-3)? 
cuadrado. N E 


La integración de expresiones irracionales del tipo \ ах“ + bx + c puede resol- 


Ejemplo 1 verse por cambio adecuado de variable, recurriendo de preferencia a lórmulas trigo- 
ер nométricas o a funciones hiperbólicas. 
Ї Er REA f A Ва шшс. Ejemplo 1 
МВ + 4х — 4x2 YB (4х°—4х-1) +1 


f v/9-x* dx 


E vss v 9- = = =” ma s= s : / 9 "m MEA (2x-1P E Se busca llevar el radicando a la forma 1 — u? para hacer la sustitución 


u = sent, de donde resulta v 1 ~ 56071 = cost (análogamente puede hacer- 
se u = 0081) 


Tta рма dx = Tyk Gy] y] ax = a f V (2) a 


ы : 2 3 Como el integrando es x 9 — х?, debe ser |х| = 3, Por lo tanto, tiene sentido 
aS == = dl = + = dx = A d еп R la sustitución: 
: х = 3 sent, 
1 > dt i dt 1 22 Luego, es dx = 3 cost dl. 
Luego, 3 cr тга "TI = 5 arc sent - = 
; -1 - ху Б Ра 
ын з | Ут-зөлл-Зсовла = 9 fusta = g [HL at = 
1 ex — 1 2 
оаа асад 9 9 E: 
-— dt + — [cos2tdt == t + — sen?t + k. 
2 f 2 2 4 
Ejemplo 2 De la sustitución =. = sent, resultat = arc sen 3 
[—— dx 2 ах = f dx = 
AO Дх? +10х+25} - 25 / 2 _ 
x° + 10x М [x +10х+25) - 25 миа da Рог lo tanto, T А/ 9-x*dx = i arc sen = + 3.2 sentcost + k = 


412 
413 


—— 
x 9 x x 
= — n — + => 1-——-+К= 
Эт 3 2 8 9 
х x. z 
=  arcsen — - — \ 9 - x“ +k. 
2 3 2 


Ejemplo 2 £ 
J V5 x* dx 


Para calcular esta integral puede intentarse una sustitución mediante funciones 
hiperbólicas, recordando que 1 + sh?t = ch? 


I = [vs**e = Y5 Py 1+( +=) dx. 


Como ei dominio del integrando es R y el recorrido de sh también es Н, puede 


hacerse: x = sh t, Luego, es dx = y 5 - ch tdt. 


v5 


D 5|-У? T+ shiüchtdt = 5 | суха, 


Para resolver esta integral conviene recordar que las funciones hiperbólicas ad- 
miten fórmulas similares a las trigonométricas: 


2 сп + sh°t = сһ 21 
ch?1 – sh?t = 1 
Sumando: роті = ch2t + 1. 
Restando: 2sh*t = ch2t - 1. 


Luego, 


5 feet = 3 | аан та š 3 | ваа + 3 fa = 


5 5t 5 | р! A 4 
Ба доо Ф = —.2sht:cht arg 5 = 
дагнан 2 саг any v5 
- SK 1+ x + 2 agsh —— + k = 

2/5 v5 


ATA 


EJERCICIOS 


dx dx 
Y |—==== 2 | —— 
J Узе 1! Зх + x° 
dx 
з) | ——ss——ksq 
IA 
5) f 96-6 


7) fur ~ 2x - 7 dx 


dx 
4 = 
) f Vx! + 3 


8) fv* + 4х + 5 dx 


8) Í w dx -1 
x 


dx 
ЗУЛЫН. SES dx 
9) / ==" 10) — 
Ј м 28 тэг 12х =" Ї /2х? +х— 10 
2x * 5 8x - 11 
ШИРЭЭ 12 " 
/<® +6x+2 | f Ie — x^ 4. R 


V ex — x° + 5 


*VIII. Otras integraciones por sustitución 


Finalmente vamos a resolver otras integrales de distintos tipos recurriendo a 
cambios convenientes de variables. 


Comenzamos con algunos ejemplos donde vuelven a aparecer funciones irracio- 


nales, pero donde necesitamos sustituciones más artificiosas que las empleadas an- 
teriormente. 


Ejemplo 1 


1 
Calcular |, = Ј ————— dx: 
x? уж? С а? 


Para este tipo de integrales es conveniente elegir una nueva variable, y para ello 
resulta bastante simple considerar el teorema de Pitágoras en un triángulo rectángulo 


auxiliar, Pensando en la expresión \/х? — a”, es lógico asignar a la hipotenusa el 
valor x y a uno de los caletos ei valor a. 
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Porlotanto,x = —2— = dx = - 
соз! cos? t 


мк ат 


x 


Además es sent = 


Reernplazando valores, queda: 


. A dt: 


А = cost asent 
а авер!  cos?t 


sent + k = 


= — Гота 3 h-z- 
a 


Ejemplo 2 


Calcular |, = | ————— dx. 


X = aseni => dx = acostat. 


Además, wal - x? = acost. 


a? sen? 2 
l; = i асоз10| => 1, = a° ЦАС = 


а cos t 


1 — cos 2t 2 t 
=> l| = Е A 
2 2 5 2 2 
a? 
= |, = = (t— sentcost) + k = 
2 " X pe ra 27 
= |, = 5 (arosen E - ENS y > 
= 2 а а а 
= |, = -@— ansen > - X Va -xE + k. 
> 2 a 2 
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)- к 


Ejemplo 3 
2 
x 
Í = rnt dx. 
1 wv 2х — х? 


Este caso es similar al anterior si previamente completamos el cuadrado en el 
radicando. 


l, = f==+ dx, 
x E 


Vx — x^ 


x 1 = sent > х = 1 — sent = dx = costdl. 


También cost = v 2x — х7. 


з 2 
UY j PA ard с l, = f t sent)? dt = 
cost 


hos f + 288014 sen? t) dt > 


> ly = t-—2cost + 2 ао Бе 
š 2 4 
-3 отар WSA эс 
= Í, = y arcsen (x-1) - 242x - x° - > (х -1) V2x -xf + k > 
= k = 3 arc sen (х-1) – —— 3 МЭХ x^ + k. 
š 2 2 м. 
Ejemplo 4 
l. = f. - E — dx 
x° v a^ bx 
х + 
E x 
1 
a 
a 
X = аіді => dx = "pai, 
cos” t 
a E 5 а 
0081 = ———=—— > үа +x =- - 
ма? + хз? i cost 
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L = J — d ә „= —+ <5- dt = 


аз 121  cos?t а sen? | 
= |, = РИ МЕР ЯА АЗА 
a? sent 
ri 2 , 2 
= | = ` = же ЫК 
a x A 
Ejemplo 5 


- | +; dx. 
хуа а? + х? 


Igual que en el ejemplo anterior. hacemos х = а {9 ї. 


dx = A y va? + х? = : 
cos? t cos t 


l = == a > ,, = f ! 
ага! cos” t a sen t 


Para calcular la primitiva de cosec t necesitamos primero un artificio trigonomé- 
trico y luego un nuevo cambio de variable. 


ь-2|-25- d == [at 
a sen? t a 1- cos? t 
v = 00051 => dv = - 56810, 
1 1 шонг, ee NS 
l = wl dv = dz Dj dv > 
1 А, ) а 
— M = 
e m + v +1 


1 1 1 ) 1 
= Z= 1 = —— in 
mi 2a 1 сэвэг v 1 ia 2a 


— 1 
=, = L n |E 13 ML 
а 1+c0st 


1- cost 
1 + cost 


Pero = (cosect — соіа t)’. 
Luego, l; = i In |cosect — сої + k. 


Reemplazando t oblenemos finalmente: 


418. 


k = — In =e 
5 3 Ч К, 
Ejemplo 6 
Vb? — а? x? 
А - f dx, 
x 
» ET b 
ax x = zm = dx = — 008101. 
JEB 28 E 
Еши v b° — a° x° = boost. 
мБ — а? x2 
k = E 2 costat = 1, = o |-28-- соз? | 
БАНН sent 
>| Lo picante d m = dt — b td 
8 sent 525 f f» b 


En el ejemplo anterior vimos que f— dt = In |cosect — cotgti + К". 


Luego, 1, = bin !cosect — cotgt| + boost + k, 
гч. Жак" РЗ jj 


Finalmente, 1, = b In AAA + vb^-a^ x^. k. 


En los ejemplos siguientes haremos cambios de variable sin utilizar funciones 


trigonométricas. Si en el integrando aparece Мах + b, trataremos de resolver lain- 
tegral mediante la sustitución ax + b = 


Ejemplo 7 
1 
1. = — dx. 
d Ive 
El = dx=- 214. 
„= fa — -2/—— d > 
(1—12)! ' iud 
1 
=I = 2 f + dt = E 
an (— Tu.) xa Tr TERES 
=, =n II + к тэ l, = In ху, 
ү v1-x-*1 
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Ejemplo 8 š 3) === dx 4) [ - ах 
dais x ax! +9 . J (х-2)рух-2 
l, = f а- bx dx I 
2 К 5) fxvavx&x в) | ес Уг» E 
5 3t s 
a + bx =Ü = dx = — dt 
b 7 |еух бо `8) Por ах 
3 - зї? 3 : 
„= f ! ЕГ A Ue „= — Jura) at > 9 fi=+ dx 10 f—— — 9 
b b 2 b : v (bš +х?)? (х2-2х-4192 
Sm pet: Ü V4vx-x-3 
al. —(— - a —) +k = 1) —— & 12) [| a 
b 2wvx ех + е" 
3 a--bx)/? a ; : i 
> ll, es — pis; (a+ од? | k, * Estas integrales fueron resueltas por partes en la página 398. 
Finalmente, si en el integrando aparece е", puede resultar Útil la sustitución 
| = е", como sucede en el ejemplo siguiente. IX. Tabla de primitivas 
Ejemplo 9 
1 
1 1, Fx" dx = x"! L k (n£-1) 
MCN 12-00 [ : 
3 1-е п 1 
1 
Е 2. [а= ты + к 
А А Р(х) 
= — dt hz il: — + — j) dt > = 
la E = N ( 1 17 -) pg A = n o) + K 
220 аа Int - In 1-0 +k = a [Le ас- у] + к 
2 v fix) 
э!-х-11-61|-К.: s fer dx= e+ к 
Como puede observarse en los ejemplos anteriores, el método de sustituir varia- 2 а> 
bles no se agota y puede recurrirse a él en situaciones muy diferentes. Sin embargo, 6. fa dx = ls k (а>0) 
no tiene demasiado sentido complicar los cambios de variables requeridos, pues so- 
lamente implican destreza en el manejo de artificios. > Ad s e” 
Por ello, una vez asimilados los métodos más comunes de integración esboza- ^ fe e”) dx = 2 
dos en este capítulo, es aconsejable acostumbrarse a manejar tablas de integrales 
para resolver los casos más complicados. . 8 ILE dim eiu ap 
Al final del capitulo se agrega una tabla con algunas primitivas que puede resul- É 
tar de utilidad. 
9. TE: = log e (x [n x ~ x) 
- In x 1 
10. fo^ Ina dx = x) (—— - ——) +k (n*-1 
(x^ Inx) (ыз son) (n+-1) 
EJERCICIOS ; e" 
x? х? 11. e= зол bx) dx = —— 37 (asenbx- boosbx) — k 
1) |= dx 2) [—— e a+b 
VX v4-x т 
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12. fe cos bx) dx = "b (bsen bx + acos bx) + k 


з. | 2 dx = ~ In Inx| — k 
x In x 
14. |зөлхөх = ~ COSX + k 


15. Ј оз хах = senx + К. 

16. [хах = =In (С05Х| + k 

17. $ cota х ах = in |senx| - k 

18. f зесхах = {п [secx +tgx| + k 

19. | созес x ax = |n 'cosec x - соіа x| — k 
20. өс? хх = igx + k 


21. | совес” х ах = — сойх-К 


2 JAM hr 
23. ПЕЕ = chx - k 

24, [с^ хах = Shx + k 

2h. fa = |n ichxj í k 

26. | соһ хах = In |shx| + к 
27: | sech х ax = 2 arc tg (e") + k 


28. Ї cosech хах = In URS Fk 


29. fisen» dx = senx XCOSX + k 


30, Је соз х) dx COSX + Xsenx + К 


> х 1 
31. | sen? хах = — – — ѕеп2х + k 
2 4 


+ sen2x + k 


2 E MENO 
32. IE х dx 2 4 
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41 


42 


43 


44 


: Ја x dx 


. Гас вепх ох = xamrsenx - \/1-х° + k 


ЈГ хах = tgx —x +k 
А | зоог х ах = —cotgx — x - k 
: Јо ха = $ Ghxchx- x) k k 


$ (+ shxehg tk 


. Јас cos x dx = хассозх — vV1-x" + К 


‚ [аха = xarctgx - |n \/1 +x? + k 


SJ dx x їл(1--67) + k 
er + 1 


1 x 
А dx = — ас! — - k 
Jas a 9 a 
1 1 x 
. [—— dx = — agih — + k 
к= жес "EX + 
1 1 x 
? dx = — — argcoth — - k 
dea a 7 a 
+ dx = arsen — + k 
ма? – х? а 
. dx = argsh Ž + k = in (x+ v3 та?) Fk 
ма? + х? а 
1 Ё х Е Em: 5 
iz dx = argch k = In k NX а] k 
ЁС: -x° dx = агсвеп-^ - 2 va -r -k 
а 2 
[уя + x° dx = а“ argsh L 4 X Ya” + k 
! 2 а 2 
f € а? dx = E y-a - E ach - + k 
2 2 a 


Ї 1 1 
——————@х = — їл 
xv ax+tb vb 
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1 ЧЕЛ E аал - X (b<0) 
s. | ——— % = ——= "Ut UL 


xVax+b x 


ax +b dx = 2 = (Зах — 2b) (a x - by? tk 
52. [ху 1547 


4 
A 1 гт E a az le 
53 fe ма. ч Pr VA - 9 «| -y x +a +K 
i 3 3 
—— 5/5 a £3 
54, fe vx* - а? dx = 4 (x-a?) - ЖОН (х2-а2)7 + К 
2 AS ; 
55 fe Va? – ж? dx = - 2 (a? x?) 7? + A Ју dx (véase N? 47) 


-yT V a 
56 ju са de = {yx — а? — aarccos e К 
: " 


E FUE ган. 
р 25544 9 ar yx ra = қ 
: » | 7-2 2 IL 
58 м/с жаг LXX A PEE М za tk 
: x M 2 
х? x Poi гы a arc sen 5, Tk 
э. f Ep = EVO an À 
va? —x 
дз.) 2 
1 ах : n р 220023 
eo. | — mede x 
x v x* +a a 


2 PL рии 
61 JS] = - $ Ver 5-2 ln ух та +k 
` J м? = a° 2 


а+ val e 
ez. f — Чх = ER 
хуа“ - x* 
va? — x "ET 
63 dx = 5 
x? at — x° а? x 


a 
dx = zb arc cos — + k 
pi a x 


65 Ї vax- b dx = 2./ex +b + b + (véanse N“ 50 y 51) 
š x 


x v'ax + b 
1 Мука ыг 
вв. [р = — ^ 
A Vx ES ах 


C Be Д 


ГАЙ 2 үй. : TX = £ 
67. [== — dx = va -x - aln | = К 
x 
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NEUE: DET ЕЕ) 
a“ - х a° — x x 

68. асл. Hia с. arcsen — + К 
x? a 


69. s na dx = x (x* ха?) ? - 3 f vx" = а? (véase № 53) 


1 +x 
70. J; ss dx = ——FTQ k 
(х2 а?) VATI 
2 
x = 
PEE e Bo + VX = а? 
ET e rr M ss ws 


3 3 z s 
72. fe P dx = 2 (a? -x2) # + Ea Ts а? x dx (véase N° 47) 


1 


1 x 
73. J—— dx ——rr —. + k 
(a? к?р /2 ava – x° 


Como trabajo práctico pueden verificarse algunas de tas fórmulas anteriores ар!- 


cando la definición de primitiva, es decir, la derivada del resultado debe coincidir con 
el integrando. 


4 Nota 


En este capítulo, al considerar funciones primitivas, hemos prescindido muchas 
veces de la notación diferencial, 


Sta recomendado su uso en los casos de sustitución solamente con el motivo 
de simplificar los cálculos y prevenir errores. 

Pero también en el cálculo de integrales por sustitución puede prescindirse del 
uso del diferencial. Para ello es necesario siempre, al efectuar un cambio de variable 
en el integrando. multiplicar la nueva función compuesta por la derivada de la función 
interior, 


O sea. si al buscar una primitiva de f se recurre al cambio de variable x — gli), 
donde g es una función derivable, debe escribirse: 


f - 0901: aep. 


Justificaremos la regla anterior, que es, una vez тав, la regla de la cadena. 
Se trata de calcular una primitiva de la función integrable f. 

Si F es una primitiva de f, es F'(x) — f(x) (1). 

Hacemos х = 01). (Verificamos previamente: Rec, c D, y D, -0,) 


ж“ 
Г 
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De acuerdo con el diagrama anterior, es 


h= fog y Mt) = tigt) = foo. 
Además, H = Fog у Ні!) = F[at) = Fx). 


Por lo tanto, encontrar la primitiva F se reduce a encontrar la función H, que 


depende exclusivamente de t. 
Por la regla de la cadena: 


H' = (Fo gy) = Figi gt = t [g(t)) g'i. 
Por definición de primitiva: 

нш = f(o]-o) - | 01-40 = nm = k 
Ademáses НШ + k = Fi) + k = $100. 


Reemplazando convenientemente resulta: 


fiw = 1) (18(01:9100) = Н - x 


Como el resultado aparece expresado en la variable t, al hacer la elección de g 
debe asegurarse la existencia de g 1 para poder efectuar el reemplazo final Hit) = Р(х), 
donde 1 = g '(x). 

insistimos entonces en que puede prescindirse del diferencial si se recuerda, al 
efectuar un cambio de variable x = git}, que hay que multiplicar la nueva función 
compuesta fo g por g' en el integrando, Por otra parte, es una situación análoga a la 
que se presenta al efectuar cambios de variables en integrales múltiples. 


Aplicaremos la propiedad anterior para calcular la integral | = 1 v8 - х” 
resuelta por sustitución en la página 413, con ayuda del diferencial. 

Si hacemos x = 40) = 3sent, es gt) = 3cost. 

Luego, es |- f 97 9 зеп? 1:3 сов! = 9 [55 - 

г 2%. + Эзел -kz 3 агс зап 3 - > vV9-x + k. 
RESPUESTAS А EJERCICIOS 
CAPÍTULO 11 
Sección Ч 

1 xŠ х! 
ipe m— КЕ 2) — + — - osx + k 
) 6х° ) 5 4 дээ 
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3) In x - a| + k 


Sección lil 
1) - In la-x| + k 


1 
9) 4; 0047) *k 
5) —— (2x9 -3х)75 
21 ) +k 
7) In (1 + sen?x) + k 
9) — (3х5 — 2x)125 
24 ) +k 
11) - L in icos x — xŠ 
5 ї -3|4К 


1 
13) - —— 008” (3x) + k 


21 
15) -4 ox + ио 4 

8 )” +k 
17) - 2085 ,, 

8 

COS (x* 


21) ФУ ISP + k 


1 ' 
23) - y sen (1-x2) + k 


n 
25) -g (X +2)% + k 


t 


27) — e" +k 


B) xin2 + In lx] + k 


2) ~ In(cosx) + k 


"T sen*x 


422270 


2 
6)-5 п х +3] + к 
а) –  (cos'x зуг 
8 К 
3 
10) — асір (8х) + k 
1 
12) ? In 3х2 + 2x| +k 


14) 4 (x* + э)?? р 


16) MAS, 


35 k 


лв) х 37)9 , 


78 k 


20) = in p? + 3x| + k 
2) 4. 2 
^ In |х + 2x| + k 
24) 4 In b +1] + к 
3 
26) - (cos 2х)%? 
3 ыг. 


tex) 
28) 


ma +K 
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919% 


xk 30) i "TES 


29) 


Sección IV 


ае" 
— — + k 
1) 1- na 


3) ё“(х-1) + К 4) хагсвепх + y 


5 - e *b?-2x+2) + k 6) - xcosx + senx - К 
8: К 8) а (cosx + senx) – k 
7) “57 (sen X - cos X) — Цэг 
1 2 
9) 3 [cos(In х)  senün x)] + k 10) x arc tg x > nx? = 4) + k 
11) — еч (sen 2x - — ооз 2x) + k 
17 4 
х cos (5х) V 1-b x 
-2 p o————— + X 13) x arc sen(bx) + 
12) 5 sen (5x) 25 ч 
Ї 2. 2 
e” Ni ax 
14) ET (sen 4х — 2 cos 4x) + К 15) х arc cos (ах) PITE CAI 
4 3 
= E MERDA 
16) 4 arc tg (3х) 28 108 en 


ME E И СИР 

w In 5 In?5 In?s 
19) :35 cos(3x) In a + За" sen(3x) 

18) - cos(Inx) + k SA 
20) xIn(x?^» 1) - 2х + 2arctgx + k 

3* In 3 sen (3x) - 3*'' cos (3x) | 
21) In? 3 +9 
22) — 15 sen(5x) 4 In 5 соѕ(5х)] + k 

25 + In* 

E o 
23) In 2 In? 2 In? 2 

к 

81 3 psen(3x) cos (35) _ 7 

24) "gz 9 | 3 27 1 


т К 


е" 
27) 26 [cos(5x) + 5 sen(5x)] + k 


28) ————— 


2. ga 


1 + 161023 [sen (5 2] 4Inacos, (7) | i. 


29) ELS (3х2-10) (x^ +5)%2 + k 


1+ 16 


2. _ 21574 T A 
30) 45 {9-х2)5% (552-36) + k 


Sección Y 
cos (7 7 
n- 23120 , 00800), 1 2) senx - 
21 
“ЯС zm 
3) - q cos? х + —— cos ? x +k 
4) l sen (2х) - ЗЕ зеп?(2х} + —L sen Зах) + k 
2 3 10 
3 sen (2x) sen (4x) 
5 Май, rc ‚> ë S 
Eg ^ 4222-77-88 
6 
6) < + тем + k 7) 5 sen??x 
14 
d ; 3 ES TE 
8 REA вг3 а 
) 8 cos” "x CC cos Y x + k 
X sen (16x) 
3) 8 128 k 
3x 1 1 
10) =. - — шу 
| 8 12 sen (6x) 56 sen (12x) + k 
11) _sen(5x) sen?(5x) — k 
15 25 
4 n x 4 x 
12 Ee 3⁄2 ch. vz жыз Ёс 
син [2] ча (5) 5 
tg? (2x) lg (2x) tg" 
13) 5 5 k 14) tgx ~ 4 
sh (6х) х sh (4x) 
15 = - — 
) 12 2 К 16) 4 


Sen?x 


[f(x) = x (x*-5)"? Ах) = x?] 


3 


3 
. sm | 


12 


*k 
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2 ах)» w бе 
17) ——— arc ly NETT 

18) In "tg x +secx] + k (t=senx) 

Sección VI 


3 47 ! 
1) 2х - zn PES Inx *5| + k 


52 - 2 уз 4 2x? – 6x + 13 пх = 2] + k 

4 3 

3 
ad SS k 

3 13 + 11 2 хз — x? + 2x - 2Inxet| + k 
5) 1 cr e 1 + К 5) = | 

: € In'x+1] - К 7) ai In |x- 2| - —— In 
6) ? In Ix - 1 2 i 13 13 
8) 4In |к+2] - 4Mm|x+4] + k 

nix-2 Injx+3 
a- — - AL "з, 
5(x-2) 25 

ax DA S - 2 mnp-23-k 

10) Á] + + In |x + 3] 26 | 


4 5(x-2) 25 


2 > 
11) Кыз тые £ inl » qna + К 
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12. INTEGRAL DEFINIDA 


El problema de calcular el área de ciertos recintos planos, los poligonos, se re- 
suelve en geometria elemental. A cada poligono Р se le asigna un número real a(P), 
su área, de acuerdo con la definición inicial de que el área de un cuadrado de lado 
unidad es el número 1. 

Se determina asi una función cuyo dominio es el conjunto de los recintos planos 
poligonales y cuyo recorrido es el conjunto de los números reales no negativos. 

El problema se complica fundamentalmente cuando se intenta calcular el área 
Je un circulo y, en general, de cualquier recinto plano no poligonal, 

El acceso clásico es aproximar el recinto mediante poligonos adecuados, inscrip- 
tos o circunscriptos, y definir el área buscada utilizando conjuntos formados con las 
áreas de estos polígonos. 

En primer lugar interesan especialmente los recintos planos no poligonales más 
sencillos, limitados por la curva asociada a una función continua, 


Un ejemplo lo constituye el recinto A, cuya parte superior está limitada por el grá- 
fico de la función continua y positiva f en el intervalo cerrado (а: b] y cuya parte infe- 
rior está limitada por el eje de abscisas. 

El recinto A se llama recinto de ordenadas, pues está cerrado lateralmente por 
los segmentos de ordenadas correspondientes a las rectas de ecuaciones x = a y 
x = b. 

Una forma de aproximar el área del recinto A es considerar rectángulos inscrip- 
tos en él, 
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| Por ejemplo, si dividimos el intervalo Га: b | en cuatro partes (iguales por simpli- 
cidad), ua área aproximada de R está dada por la suma de las áreas de los rectán- 


dor А Бр 2. A3 y A,. Los cuatro rectángulos forman un poligono А, totalmente conte- 
nido en R. 


у 
Z 
A N 
А 
£^ А, А, А, 
2222222 
0 а b x 


Se comprende de inmediato que deseamos asignar al recinto Н un área 
tal que: área (A) « área (A), y que la aproximación será mayor si se vuelven a subdi- 
vidir los subintervalos anteriores. 


Los rectángulos А ,. Aa, Ay y A, tienen como base un segmento cuya longitud es 


la cuarta parte de la longitud del intervalo inicial [a;b], es decir, t-a, y cuya altura 


es el valor mínimo que alcanza la función f en cada subintervalo (el valor minimo exis- 
te por haberse elegido el gráfico de una función continua). 
De manera similar se puede obtener una aproximación por exceso si se consi- 


Т n cuatro rectángulos circunscriptos correspondientes a la misma subdivisión 
e [а; b]. 


Si es B el polígono formado por los rectángulos В,. В,, B} y B4, el polígono B 
contiene al recinto R y área (A) = área (B). 

También se mejora la aproximación por exceso si se vuelven a subdividir los 
subintervalos anteriores. Obsérvese además que, en cualquier caso, si A es un poli- 
gono inscripto.y B uno circunscriplo en el recinto R, una detinición lógica de área 
debe permitir que se establezca la siquiente relación: 


área (А) = агеа(В) = área(Bj. 
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Si se considera el conjunto 1 formado por las áreas de todcs los poligonos ins- 
criptos en R, dicho conjunto está acotado. En especial interesa una cota superior, que 
puede ser el área de cuaiquier polígono circunscripto en Н. 

Si el conjunto | está acotado superiormente, entonces tiene extremo superior o 
supremo. 

De la misma forma, el conjunto C, formado por las áreas de los polígonos сіг- 
cunscriptos en R, está acotado inferiormente por cualquier elemento de |, que es el 
área de un polígono inscripto en R. Luego, C tiene extremo inferior o ínfimo. 

En el caso del gráfico considerado, resulta supremo | = infimo C, y ese valor 
común se define como área del recinta R 

Si la función no es continua, puede suceder cue no existan ics valores indicados, 
o que existan ambos y no coincidan. En estos casos tampoco existe el área 

Las ideas anteriores han tratado de esbozar el metodo seguido para determinar 
el área de recintos de ordenadas que cumplen ciertas requisitos. En todos 105 casos, 
para ampliar el dormnio de ta función área, va utilizada en geometría elemental, se 
busca obtener para los po'igonas la misma área que corresponde a lórmulas ya co- 
nocidas, y para figuras no poligonales se procura que el área posea las propiedades 
requeridas anteriormente, 

Algunas de ellas son las siguientes: 


1) VR: а(А) = 0. 
2) Si R es un punto o una curva, entonces а(Я| = 0. 


3) Si R, y R; son recintos planos congruentes, entonces a(A,) = а(В,). 


4) Si R, y R; son recintos planos cuya intersección liene área nula, entonces 


a(R, U Ra) = аА.) - аЯ,). 


5) Si R, y R; son das recintos planos cualesquiera, entonces 
a(R, uU Aa} = a(R,)- аА.) - аА, N R3). 


н, 


с» 
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6) SIR, c Ra, entonces a(R,) = a(R,). 


СИ 


La función área, 
tegral definida de fun 
Estudiaremos en 


Que cumple las condiciones 
ciones integrables en intervalos cerrados, 


1, Sumas inferiores y superiores 


Consideramos un Ї nción ! Í n п | 
А | ' mu infi à : 


! | 
Dijo tooo >> 
| 


En el gráfico, el supremo de la un 
pues f no es continua en с. El infimo, 
Obsérvese que. como la función n 
valor máximo, como sucede en el ejemplo anterior 


En el ejemplo siguiente, la funci 
( ¿18 función acotada g го tiene máxi 
lutos en (a: b]. El supremo es k, y el infimo k.,, deas 


ción es k, que no es el valor de la función en c 
en este caso, es fíb), | 


© es continua еп | a; b |, puede no alcanzar un 


Q ni mínimo abso- 


* Jorge Federico Riemann (1826 | 
-1866). Fue estudiante 
| en y luego profe ji 
Goettingen (Alemania), Famoso por sus hipótesis para rar la pit riis 
rias sobre funciones ce variable Comoleja y sobre topologia 


ad de 
geometria y por sus teo- 
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Si la función es continua, en cambio, el ínfimo es el mínimo absoluto y el supremo 
el máximo absoluta, como sucede en el ejemplo siguiente: 


f(x,) es el supremo de f en Еа; b] y es el máximo absolulo. 
f(x;) es el infimo de f en [a; b] y es el mínimo absoluto. 
Daremos a continuación algunas definiciones. 


Subdivisión” 

P es una subdivisión del intervalo [a; b] si es una sucesión finita, estrictamente 
crecióonte, de números reales Xg, Хү, Xa. ...... , X tales que a = Хус хүс X < 
Eloisa EX. хх, b. 

La subdivisión P se designa Р = Хо, X1: Xa: ...... i Xa]: ] 

Los n puntos de la subdivisión P dividen al intervalo (a: b] en n subintervalos 
parciales | Хог xil, [X,; X2). ....-. E A E 


Designamos 1, al primer intervalo, |, al segundo, etcétera. 
Е intervalo і, = (х, ,;x,] tiene longitud AX = X,— Xx 4 


* Prefiero emplear el nombre de subdivisión en vez del de partición, de uso más Irecuente, para 
evilar contusiones con el mismo nombre utilizado en teoría de conjuntos para un concepto 
diferente, 
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Una subdivisión es "regular" sí y sólo si todos los subintervalos tienen igual lon- 
gitud, 


Norma de una subdivisión P es el máximo del conjunto formado con las longitu- 
des de los subintervalos correspondientes. Se designa ||P||. 


Es decir, ||P|| = máx, ^,x. 


——_—— AR A ——_ Th [P R a-. 


a = ху х, Xa Ха x b=x 
4 5 


En la subcivisión Р = [Xs Хус Хус Хз; x4; X4], la norma es ei número IP]. 
= х, г Xy. 


Refinamiento de una subdivisión P, o subdivisión más fina que P, es una subdivi- 
sión P' a la que pertenecen todos los puntos de Р, 
Es decir, la subdivisión P" = [X ах 4; ...... ; X'h] de [a;b] es más fina que 


Yh: {xp E P = x, € P'). 


Interesa. en general, el caso en que la nueva subdivisión Р” tiene otros puntos 
adicionales además de los puntos de Р, 


P = [хохи Хэг Ху] 


x, 


—n IH, r 


a = х, х, x: x =b 
P' = [x Xy хр; ху; xi] = [xs xix: x: XL 


Р” es más fina que P, pues a los puntos de Р se ha agregado el punto x y el 


intervalo |x; x.] de P ha sido reemplazado en Р” por dos subintervalos box] у 
іх]. 


Obsérvese que el relinamiento de una subdivisión no depende sólo del número 


de intervalos, pues debe incluir todos los extremos de subintervalos de la subdivisión 


menos fina, 

De la definición se deduce de inmediato que si P" es más fina que P, enloncés la 
norma де Р” es menor o igual que la norma de P. Es decir, ЇР | = Р|. 

Estamos considerando exclusivamente funciones acotadas en intervalos cerra- 
dos. Si f es una función acotada en [a; b), tiene supremo e infimo en [a; b] y tam- 
bién tiene supremo e infimo en cualquier subintervalo de [a; b]. 
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à = Ха Ху... Эр Xy. D = Xp 

En el subintervalo !,, por ejemplo, M, es el supremo de f y rn, es el ínfimo, de 
acuerdo con el grafico anterior. 

Suma inferior de la función f en el intervalo [a; b]. correspondiente a la subdivi- 
sión P, es la suma de los productos que se obtienen multiplicando el infimo de f en 
cada subintervalo por la longitud del mismo. 

Se designa Se(f). 


Es decir, si m, es el ínfimo de f en el intervalo [x, . y; xk]. es: 
n n 
Sr) = Y mé -x,.)- 2 máx 
Kat h-1 
Osea, S.) = M(X; ~ xy) +т„{х„-х,)+...... + т. (Ха Xp - 1) 
De la misma manera, suma superior es la suma de todos los productos que se 


obtienen multiplicando el supremo de f en cada subintervalo de P por la longitud del 
mismo. 


Si M, es el supremo de f en el intervalo [x, _ ,; х,], ез: 


Spt) = by MG — Xx - 1) 


k= 1 


Ejemplo 1 


Sea el siguiente el gráfico de una función f acotada en el intervalo [а; b]. 
Sea Р = [xy; xy: Xp; кз] la subdivisión señalada en el gráfico. 
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Es Se(f) = k (x, — Xa) + f(x (xa — x4) - Mx.) (x5 — x2) 
у Se(f) = f(x (x, — xo) + fc) (xa - xi) + Mx) (X3 = xz) 
De acuerdo con la idea geométrica dada al comienzo del capitulo, Sp{f) corres- 


ponde al área de un poligono inscripto en el recinto de ordenadas y 5. al área de 
un poligono circunscripta, 


Ejemplo 2 


Calcular S y 3 para f: — x? + 1 en [0; 3] para tas subdivisiones siguientes: 
1) P = [0; 1; 2; 3] 
2) P = [0; 1; 1,5: 2; 3] 


1) Sef) = NO 12/1): 1-N2-1 = 1-1+2.1+5-1=8 
S») = (1)-1+Ң2)-1+Ц3)-1 = 2.1: 5.11 10-1 = 17 
2) Ss() = 00): 1 + f(1)-0,5 + 11,5) -0,5 + 2): 1 = 
= 1.1-2.05- 325.05 + 5.1 = 8,625 
SM = (1-1 -1(1,5)-0,5 - (2)-0,5 - f(3)- 1 = 
= 2-1 r 325.05 - 5.05 + 10.1 = 16,125 


Ejemplo 3 
Calcular S y S en [--2; 3] para: 
-x 5 -2=x<0 
x | х2-2 si 0: 5хь1 
х+4 si 1<x=3 
y para las subdivisiones: 
1) P = [-2; -1:0; 12:3] 
2) Р -1-82:-15:-1:0:1:2:2,5:3| 


1) Sp = (-1)-1+0-1-M(0)-1 +H1)-1 +) = 

=14+01+2+3+6 = 12 
Sp = (-2)-1- (0-1 + 1(1)-1 + t271 + (3): 1 = 

= 2+2+3+6+7 = 20 

2 Sp = f(-1,5)-0,5 + f(-1)-0,5 + 0: 1 - 0). 1 + (1) -1 (2). 0,5 + 

- (2,5) :0,5 = 

075+ 0,5 +0-2+3 +3 + 3,25 = 12,5 

H-2):0,5 + 9-1,5) :0,5 + f(- 1) 1 + (2). 1 – 1(2,5) 0,5 + КЗ)-0,5 = 

1-0,75 + 1+3+6 – 3,25 + 35 = 185 


li 
II 


un 
En 
II 


+ 


u 


Demostraremos a continuación algunas propiedades de las sumas inferiores y 
superiores. 
Lema 1 


Si f está definida y acotada en [а; b], para cualquier subdivisión P la suma infe- 
rior no supera a la suma superior, 


Es decir, УР: (Spít) = Seth). 


Demostración 
De acuerdo con las definiciones de suma inferior y supenor. en la primera inter- 


viene el ínfimo de f en cada subintervalo [x, ,; x,] de P: m,. y en la segunda el su- 
premo M,. 1 


Como УК: m, = M, resulta V'm,(x,-X,.1) = V, MX +), 


o sea, Sp(f) = Se(f): 


Lema 2 


Si f es una función definida y acotada en [a: b]. P y P' son dos subdivisiones de 
la: b] y Р” es más fina que P, entonces: 


1) 8,(0) = 8-0) ; 2) 50 2 5,640. 
Demostraremos la primera parte. La segunda es análoga. 


Demostración 


Al considerar la subdivisión P y la subdivisión más fina P'» basta comparar los 
términos de las sumas inferiores que corresponden a los intervalos donde hay nuevos 
puntos de Р”, 
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Sin restar generalidad a la demostración, suponemos que la subdivisión Р” tiene 
solamente un nuevo punto además de los puntos de P. Sea c ese nuevo punto, que 
pertenece a un intervalo 1, de P. 

Si se comparan S, y Sp, todos sus términos coinciden, con excepción del tér- 
mino h = т(х„—х,_{) de Sp, que ha sido sustituido en Sp. por la suma de dos 
términos: th = m'(C-Xp-+) + m''(xp-c), donde т’ es el ínfimo de f en [x,_,; c] y 
m“ el infimo de f en [c; хь]. 


Como т, es el infimo de f en [x, - ,; хь], resulta 
mem y m, = п". 


Luego, t, = my =Xp-1) = ть —C) + тс Хь) s m'(x-c) + m'(C=X, 1) = th. 


Es decir, t, = t'n. 


Como los demás términos son iguales, es Se(f) = Se (f). 


Si hubiera más puntos en Р” la demostración es análoga, y puede hacerse ge- 
neral por inducción completa. 


Gráficamente, este lema indica que las áreas de los poligonos inscriptos crecen 
al considerarse subdivisiones cada vez más finas. 


Mediante consideraciones similares se demuestra que las sumas superiores de- 
crecen al considerarse subdivisiones cada vez más finas que las anteriores, 


Lema 3 


Si f está definida y acotada en [a;b] y P, y P, son dos subdivisiones de [a; b], 
entonces là suma inferior para cualquiera de las subdivisiones no supera a la suma 
superior de la otra subdivisión, (Obsérvese que el lema 1 se refiere a suma inferior y 


superior para la misma subdivisión y, en cambio, este lema 3 se refiere a dos sub- 
divisiones cualesquiera.) 


Debemos probar VP, VP;: (Sp, (f) <Sp,(1)). 


Demostración 
Como P , y P, son dos subdivisiones cualesquiera de | a: b |, buscamos otra sub- 
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división P que sea un refinamiento comun а ambas. (Para obtener P basta considerar 
todos los puntos de ambas subdivisiones P , y P.) Si Р es más fina que Р. y también 
más fina que Po, por el lema 2 es: 


5,0) = 56(0 (primera parte): 

55} > 5,1) (segunda parte). 
Vinculando las dos relaciones anteriores mediante e! lama 1, es: 

3.0) = Self) = 50) = 5,0. 
Х--ыг-“ш-! 
lema 1 
Luego, por transitividad: 
AUR Sp, (t). 


Gráficamente. el lema 3 indica que el área de cualquier poligano inscripto en un 
recinto no supera al de cualquier polígono circunseripto, 


EJERCICIOS 


1) Considerando f: x — v 25 — x° en[0; 5], calcular suma interior y suma superior 
para las subdivisiones: 1] P = [0; 3: 4; 5]. 2) Р -10:1:3:4,5|у3) Р” = 
= [0; 1; 2; 3: 4; 5]. 

2) Considerando f: x — x? --4 8810: 3]. calcular suma superior y suma interior para 
las subdivisiones: 1) Р = (0:1:25,3| y2)P" = (0: 0,5; 1; 2; 2,5; 3]. 

3 Considerando f: x — x? + x en [0; 3]. calcular suma inferior y suma superior para 
las subdivisiones: 1) Р = [0; 1; 2:3]y 2) P" = (0:0,5 1, 1,5; 2; 2,5; 3]. 

4) Considerando t: x ^ х? — 7x ~ 2 en [ t; 3] calcular suma inferior y suma superior 
para las subdivisiones: 1) P = (1: 2: 3]y2)P' = [1; 1,5; 2: 2,5; 3]. 

5) Considerando f: x — x? — 6x + 10 en [1; 6], calcular suma inferior y suma ѕире- 
rior para las subdivisiones: Р = [1; 3; 4:6]уР' = (1,234. 5:6). 

6) Considerando: 


2x + 1 6 О0-х-2 ` 
hx x?*-4x 49 si 2=x<4 еп [0; 5] , 
9 si 4=xs<5 


calcular suma inferior y suma superior para la subdivisión Р = (0:1:2:3:4, 5]. 


il. Integral de Riemann 


En resumen, los lemas anteriores puntualizan las siguientes propiedades para 
аз sumas superiores e interiores de una función definida y acotada en el intervalo 


iB: b]: А 
1) para la misma subdivisión Р: Sps Spi 2 
2) si Р” es más fina que P: Sp E Sp a 286 


3) para dos subdivisiones cualesquiera Р, y P ;: Sp, = Sp, 


Si designamos Á al conjunto de todas las sumas inferiores de una función f, aco- 
tada y definida en [a: b], observamos que А es un conjunto de números reales que 
está acotado. 
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: En efecto, una cota inferior es la suma correspondiente a la subdivisión "menos" 
ina de Га, b], es decir, a la subdivisión | ха, x,], cuya suma interior es S = m(b-a) 
donde m es el infimo de f en [a; b]. | 


Una cota superior, de acuerdo соп el lema 3, es cualquier suma superior 


O sea, VP: (mib - а)  Se(f) х Spi) = Sp, (1)), donde el último miembro es 
una suma superior cualquiera, 


Sel el axioma de continuidad de R, el conjunto A tiene supremo y tiene infimo 
mo las sumas inferiores crecen al afinarse las subdivisiones, interesa en es- 


Бышы dde del conjunto A. Este extremo superior se llama integral inferior de 


Definición 


integral inferior de f en [a; b] es el suprema del conjunto formado por todas las 


pc b 
infinitas sumas inferiores de ! en [a; b]. Se la designa | Ё 


Es decir, f: = supremo À. 
= а 


De la misma forma, si B es el conjunto de todas las sumas superiores, B es un 
conjunto acotado. Por el lema 3, admite corno cota inferior a cualquier suma inferior, 
Por lo tanto, tiene infimo y ese ínfimo es la integral superior. 


Definición 


Integral superior de fen [a; b] es el infimo del conjunto formado por las sumas 
superiores de f en [a; b]. Se la designa 18: 
а 


Es decir, ЇЕ = infimo B. 
a 
Gráficamente, para una función f definida y acotada en [a; b]. 
m(b-aj) 


— —_ — a — _—_———A+ 


Sp Se Sp... ЇЕ. PS Be 5, 


P' es más fina que P, P” más fina que Р", etcétera. 


Ç b Го 
La propiedad de que f f no supera a Ї: f es lógica, pero su demostración по 
es trivial. a а 


445 


Теогета 


b fo 
Si f está definida y acotada en [a; b), entonces f t= f f: 


Demostración 


Como ya se ha visto, el conjunto de las sumas superiores está acotado interior- 
mente por cualquier suma inferior, | | к 

Luego; para cualquier subdivisión P, 5,(1) es una cota inferior para el conjunto 
de las sumas Superiores; 


Como f "t es la mayor de las cotas inferiores del conjunto B (ínfimo de B), es 
a 


YP: Spf = f^t 


T^ | 
Ahora bien, de la relación anterior resulta que ] { єз una cota superior para el 
а 


- | | 
conjunto de las sumas inferiores, ya que по es superada por ninguna de ellas. 


b 
Luego, como Ї f ез la menor de la: cotas superiores del conjunto A (supremo 
УЖ | 


5 
de A), no supera a una cota superior cualquiera como es Í t. 
E 


Es decir. iJ {= jt 
ын | i 
Por consideraciones ya efectuadas, es también: 


míb-—a) 5 Í: = f’ = Мр-а! 
a а 


Nota: He preferido definir integral como extremo de un conjunto por razones de 
simplicidad. Creo que la definicion de integral inferior, por ejemplo, como limite de 
una sucesión cualquiera de sumas inferiores cuando la norma de las subdivisiones 
correspondientes tiende a cero resulta más complicada (véase Cálculo 2, pág. 261). 


Definición 
> ч 2, 7 
Si f está definida y acotada en ja: b|, y además J t= T f, la función f es 
— Ë а 
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integrable еп [a; b]. 

El valor común de la integral inferior y superior se llama, simplemente, integral 
de f en [a;b] segun Riemann. 

О sea, 


> — 5 
f integrable en [a; b] | f = Їл - [ f. 
2-9 а а 


С 


b 
Suele utilizarse también la notación jJ { = i) fix) dx. 
8 a 


Interesa conocer entonces cuáles funciones son integrables, pues una función 
puede estar definida y acotada en un intervalo cerrado y no ser integrable en él, como 
lo prueba inmediatamente el siguiente ejemplo. 


` Ü si x es irracional 
Sea f: x — 


1 $i x es racional 
En este caso, para cualquier subdivisión Р: 


80) = Уу0-Ал-0 y 50 = Y tA = b-a 


h= 1 h-! 


b - 
Luego, | 1-0у do = р-а # 0, уїпо еѕ integrable en fa; b]. 
ай! | а 


El teorema siguiente da un criterio para establecer cuándo una función acotada, 
definida en un intervalo cerrado, es integrable en el mismo. 


Teorema 


Una función f definida y acotada en [a: b] es integrable en [a; b], según Rie- 
mann, si y sólo si, para cualquier número positivo e, existe una subdivisión P de 
Га: b] tal que: 

5,0) - Spl) < €. 
Es decir. 
fintegrable en [a;b] = Ve>03P / 5,()-5,() < є. 


Se trata, por lo tanto, de una condición necesaria y suficiente para existencia de 
la integral. 


Primera parte 


Si f es integrable en [а; b], entonces: 


Ve > 03P/S,(f) -S (1) < € 
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Demostración 


Gi la función es integrable según Riemann, es: 
Б b 
ГЫЙ 
а) а 


y pt 
Recuérdese que f f = supremo de A y f t = intimo de B, donde A es el 
3 


conjunto de sumas interiores y B el de sumas superiores. 


Por propiedad del supremo де un conjunto А de números reales, 
Yé  03xe A!x > supremo de А ~ > 
K = S. (f) 


Si x € А. entonces х = Sp.(f) para una subdivisión Р” de [a; b]. 


h 
Luego, Sp-(f) > f [= Е (1. 


үс З А : 
Por la misma propiedad, camo f fes el ínfimo o extremo inferior de В, 


-=b : 
Ve »50dxcB/x« Ї Шей; 
а 


x = Sp-(f) 


——F_—TV_ƏÀ ¿  ——— c —— 


> 
f! 1828 
3 2 
a 


Сото x€B,esx = Sp. (f) para una subdivisión P'' de Га: 01. 
Th 


Luego, 5. (1) < J f + 3 (2). 
a 
Si P es un refinamiento común a Р” y Р”, resulta, por lema 2, 


50) = Spt y 8) = 8.01). 


Aplicando transitividad a las relaciones anteriores y a las expresiones (1) y (2). 
< dā: 
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Restando (3) a (4), es: 560) 


b 
Зи)» Ї f- 5 (3) 


A 


8,0«| 145 
e(t) p $ 0. 


360 fri. ft 


Como f es integrable por hipótesis, es T f- f | = 


y resulta 5.(1)- Se(f) < 


Segunda parte 


Si Ye > 03P/S,if) 


Demostración 


€, Que es la tesis. 


Spff) < є, entonces f es integrable en [a; b]. 


Por definición de integral superior, 


VP: Ї "fs Sf, 


y por definición de integra! inferior, 


Restando, 0 = j: 21 


——— 
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Luego, Ye > (' 


b 
VP: f 12800). 
P VN 


= Se(f) - 5,0) < e. 


b 
b 
005 f t- j f< €. Como ambas integrales son números 
а а 


reales, la relación obtenida implica la igualdad de ambos números. 


Por lo tanto, f " - 
a 


| Utilizando ef criterio anterior 
mtegrables. 


5 
T Гу fes integrable en [a; b]. 
a 


pueden determinarse algunas clases de funciones 


AAQ 


Теогета 
1 j intervalo. en- 
Si una función definida y acotada en [а; b) es monótona en dicho inte 
tonces es integrable en él. 


4 Demostración 
[s ictamente 
Consideremos, sin perder.generalidad. el caso de una función f estricta 
creciente en [a; b]. 


S , 


= f(x, 
Por ejemplo, en l, = [Xk 1X] es m, = fx...) Y M, (x) 
Luego, para cualquier subdivision P es: 


5,00 S S xat - x y y 8,0 = >, ко 5) (Ху Ak +). 


к-1 


Luego, 


8,0) - Splf) = ЖЭ” Ax РТ $, DG) - f68 40 


! Чэ! 
k= 


Además, 
» (105) — х, 19) = (f05) — f] + (f) = 4) +... + Dl) fox 19) = 


s f(x.) Hxp) = Ы) – Қа). 


:5,0) - 8») = [P TIO) — Ка). | | 
«ины, Уг шо caso tib) > На), pues f es estrictamente шан лж зайд 
сарын € > 0 puede encontrarse una subdivisión Р de (а; b] cuya norm 
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nor que el número 


For lo tanto, 


€ 
fb) қа) © 


` 5 22 -— E € . —- = 
Ve>0:3P/5, Se = ||P|I fib} — t(a)] < "Nb На) a 115) - а)] = e. 
Es decir, Ye > 0 3P / S, — Sp(f) < €, que es la condición para que f sea inte- 
grable, segün Riemann, en [a; b]. 


Teorema 
Si í es continua en [a; b], entonces f es integrable en dicho intervalo. 
+ Demostración 


Haciendo las mismas primeras deducciones del teorema anterior, para cual- 
quier Р: 


Sif) - 560) = 2 (M, = m,) A,x, 


donde M, es el Supremo y m, el infimo de f en cada subintervalo.de la subdivisión P. 

Pero, al ser continua la función, M, es el máximo de f en I, y m, el mínimo, de 
acuerdo con el segundo teorema de Weierstrass (pág. 182), 

Ahora bien, сото la función f es continua en el intervalo cerrado [а; b]. por el 
teorema de Heine (pág. 188) es uniformemente continua en él. 

О sea, Ve 038: 0/ le — x'|< s = M(x*) — ХЭЭ < e. 

Consideremos una subdivisión P del intervalo [a; b] cuya norma |Р]! sea menor 
que 6. En todo subintervalo de asta subdivisión P, la diferencia entre dos valores cua- 
lesquiera de f es, en valor absoluto, menor que e. 

Esta relación se verifica también. por supuesto, рага el valor máximo y el valor 
mínimo que alcanza ! en cada Subintervalo de la subdivisión considerada, 

Por lo tanto, para todo e 9 existe una subdivisión P del intervalo [a; b] tal 


que, en todo subintervalo |, de esa subdivisión esM, ~ m, < E 5 (ke N a 


A 1=К=п). 
Por lo tanto, 


Ve > 0 3P /So(t) - Sp) = У (М, – т) (х, -x « 
ka1 


n 


«X 


kzt 


r1. e = ER Y (Xx 7x.) = 


k= 


€ 
b-a 


y se cumple la condición de integrabilidad, 


(b - а} = є, 
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Sumas intermedias 


Dada una subdivisión P del intervalo [a; b], si elegimos en cada subintervalo 
[x, - 1%] un punto cualquiera с,, la suma 


Seth = D fic) 6 – x-a) 


iz1 


se denomina suma intermedia de f en [a; b] o también suma de Riemann. SER 
Según definiciones anteriores, las sumas superiores е inferiores son ta 
| i i i tinua. 
sumas intermedias si la tunción es con f 
Podemos demostrar que si f ез continua en [a; b], entonces 


Ve>038>0/ Ie Setn | < esi P] < 8. 
E "I 
o sea. que la suma intermedia aproxima la integral definida con un error € prefijado. 


En efecto, por la definición dada, es: Spíf) = Sp(f) = 5 (1). Además, por la de- 
finición de integral: Sp(f) = f ts 50. 


Por lo tanto, ҰР: 


b = 
MO 1-90 860-80) — uy 


b b E 
80 50 л f 284) = 50 - j!:95-9 e. 


O sea, 


d b 
fro see = 840 (03 - (5»-s«)sf''-se 0) 
ре (y (2): (50 - 80) = f^t - Setn = 560 - $90 = 


e | f: ра Sa) 5.) - 800. 


Como f, por ser continua, es integrable, sabemos que 
Ye7038-0/8S,(f) - 50) «e si [Pl < ё. 
Luego, Ve >0 38 > 07 IK - 5.0 |< si |Р|-6. 
а 


Esle último resultado suele expresarse, con la notación usual para límite, de la 
siguiente forma: 
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b 
(mp o 540 - f f, 
а 
pero по se trata de un límite común, como se verá más adelante (Cálculo 2. pág. 261) 


lll. Propiedades de la integral 


Propiedad aditiva del intervalo 


Si f es integrable en [a; b] y c es un punto cualquiera interior al intervalo, entonces 


ЭТТ 


Demostración 


Consideremos una subdivisión cualquiera de [a; b]: 
Р = [а ХоХ,Х,.....4Х, = b] 


51Р es una subdivisión cualquiera de [а; b], el punto elegido с puede о no репе- 
necer a ella. 


Sea Р' el refinamiento de P al que pertenece el punto c además de los n puntos 
considerados. 


Es decir, Р” = Га XX ES 2... O. 1 =b]: 
Resulta Se(f) = S&.(h (1) por el lema 2. 
La subdivisión Р’ se puede considerar como la unión de dos subdivisiones: 
A = [а = хаах ..-1xp = c]de[a; c] y 
O (0 = xy Киштә» Кп 7 Ъ]ае([с; 5]. 
Luego, Seif) = SRi) + Sotf) 
y, por (1), Soft) = Sat) ээ Salí. 


Ahora bien, por definición de integral interior como supremo del conjunto de su- 
mas inferiores respectivas, ез; 


Зай f^t y Sons ft 
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Luego, 5ь(ї) = f Ї f 


[s 


c " "n 
EI nümero f 1+ f. f es, entonces, una cola superior para el conjunto de su- 
a eE 


mas inferiores del intervalo [a;b], ya que Spíf) es la suma inferior correspondiente 
a una subdivisión cualquiera P de [a; b]. 


Luego, f f, que es la menor de las cotas superiores, no supera a dicho número, 
a ` . 


Jas fra fi (2). 


Por un razonamiento análogo, utilizando las sumas superiores, resulta: 


Г ри р (3). 


Ое (2) y (3), como la función es integrable en los tres intervalos considerados, 


queda: 
b 
Гы рз ра 
3 a t a a c 


5 . 
Por lo tanto, f^ * f! ч Ї | f, que es la tesis. 
a a 


а sea, 


Teorema del valor medio del cálculo integral 
(para funciones continuas) 


Si f es continua en [a; b], entonces existe un punto c interior al intervalo para el 


cual es tic) = = Г f (f(c) es el valor medio de f en [a; bl). 
a 


Demostración 


Recordemos, en primer lugar, que una función continua en un intervalo cerrado 
tiene en él un máximo y un mínimo absolutos (pág. 182). Sean M y m dichos extremos. 
Como una función continua es integrable, por una propiedad anterior (pág. 446), 
es m(b ~ a) = КЕТЕ а). 
а 


Сото (b-a) es un número positivo, si dividimos por él queda: 


т = L [изм 


b-a 
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1 
b-a 
máximo M de f en (Га: b]. 

Luego, por el teorema del valor intermedio, (pág. 176), 3c e(a; b) tal que 

1 

b-a 


EI numero к = 


b 
12 es un valor comprendido entre el mínimo т y el 


fic) = k. Osea, f(c) = 


1: 1, que es la tesis, 
а 


Este teorema tiene una interesante interpretación geométrica para funciones con 
valores no negativos. 


Si se define el área del recinto de ordenadas como | ° f, resulta: f zi (b — ajf(c), 
a a 


donde el segundo miembro es el área de un rectángulo cuya base tiene longitud 
(6-а) y su altura tiene longitud f(c). 


Р Es decir, existe un rectángulo "medio" cuya área es igual a la del recinto de огав- 
nadas. 


^ b 
El número u = трет” f. se llama "valor medio" de ia función # en el inter- 


valo [a; b]. 
Para poder encontrarlo necesitamos primero aprender a calcular la integral defi- 


nida Í ° f. Par ión si ini i i 
4 a ello, en la sección siguiente definimos una función muy especial, lla- 


mada función integral, y demostramos el teorema fundamental del cálculo. Volvere- 
mos luego al teorema del valor medio y sus aplicaciones. 


IV. Función integral 


Antes de definir la función integral damos dos definici i i 
E 2 ones que tienen - 
pretación intuitiva lógica: Ч una inter 


pa 5 2 frs- f 


| Por otra parte, podemos observar que hasta ahora el concepto de Integral doli 
nida aparece totalmente desvinculado del de derivada. 
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Históricamente se llegó a ambas ideas por caminos diferentes, para resolver ` 


sendos problemas geométricos. 

Newton y Leibniz fueron los primeros en relacionar ambos conceptos fundamen- 
tales. Esta relación se pone en evidencia con el teorema fundamental del cálculo inte- 
gral, que permite calcular la integral definida de una función integrable f mediante una 
función primitiva o antiderivada. 

Para demostrarlo, consideraremos la función F definida así: 


Fx- ft 


Analicemos la expresión anterior. En ella observamos que F es función del ex- 
tremo superior de la integral definida en el intervalo [ a; x], es decir, F depende de x. 
Por supuesto, F depende además de la función elegida ! y del punto a, pero una vez 
fijos f y a, F depende exclusivamente de la variable x. 

Esta función F se llama función integra! dependiente del extremo superior de f 
con origen en a. 


Por una definición anterior, Fla) = Ї! = 0. 
ә 


También resulta Fib) = ji ai 
а 


Teorema fundamental del cálculo integral 


Si f es una función continua en el intervalo [а; b], la función integral Е; x — f 21 
а 


es derivable, y su derivada en cua'quier punto x, del intervalo [а; b] es f(xp). O sea, 
Ух, «Га, 1Т:Ё ха) = f(Xp). (En a у b se consideran derivadas laterales.) 
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Demostración 


Para probar que existe F' (х i inició Ї 
| 0) aplicamos la detinición de derivada. Para ell - 
camos primero el cociente incremental: ds: 


Por la propiedad aditiva del intervalo (pág. 453), es: 
x O Of + ез Ng хр x 
Т T Л | f. Л! 


E. 
Reemplazando en (1); 709 — Ё(хо) _ f. 


X= Kg X — Xo 


Por el teorema del valor medio del cálculo integral (pág. 454): 


lI 


Ас e (xo; x) Z с) L f 


r4 


Luego, Fix) - Fixo) 


хх, = 1(c). 


i 


Buscando límite en x,, resulta: 


F (ta) = lm, x О) Еа) = Mm. 6 с) (2). 
0 


Ahora bien, para todo número positivo €, si x pertenece a un entorno de centro 


Хо y radio 5, también el punto c pertenece a dicho entorno ues c está 
dio | ° stá entre 
Es decir, lim, ., fc) = lim, , f(x). š L 


Además, como í es continua en Xs, eS lim, 10) = f(xo). 
Luego, por (1), es F'(x,) = HX4), que es la tesis. 


Regla de Barrow" 


Si f es continua en [a;b] y G es una primitiva de f, entonces 


f = G(b) - G(a). 


* Isaac Barrow (1630-1677) leóologo y matemático, fue iversi i 
L " 3 profesor en la Universidad de Ca - 
ge y renunció a la cátedra en favor de su discípulo Newton, аы 
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Demostración 
G es una primitiva def, “or lo tanto, por definición de primitiva (раа. 386), es 
Vt G'i) = 00) 
Si F es la función ini;gral, es Fia} = (i. = 0 y Fib} = ЇЕ f. 
ú а 


Además, por el teorema anterior, vt e lab es Е") = Hl. 
Por una propieded de la función primitiva (раа. 387y 

G'i) "t ^ Рр — fit) 2 3keR'Fit = Gili -k 
9, es Gía) + k = 


Como Fía) =- 0. Luego,k = —Gt(a). 


Entonces resulta; ЕБ) TR. = Gib; - k = Gib! - Ga) 


Es decir, E = G{b) Са}, que es la tesis, 
а 


La regla de Barrow indica que para evaluar la integra! definida de f entre a y b 
basta encontrar una primitiva cualquiera de f y restar los valores indicados de dicha 
primitiva. 


Ejemplos 


ез е кшш. 
' 3 1 3 3 3 3 3 


2) f “cos x - (sen x) 
JO 


5 D 
- = вел 5800 = = 
: 2 1-0 1. 


Para el cálculo de integrales muchas veces es conveniente ulilizar, coma ya se 


ha indicado, la netación 1 я Hx) dx, en especial si debe recurrirse a un cambio de 
variable. 5 

Рага el cálculo de integrales defiridas pueden utilizarse los teoremas ya vistos 
para primitivas (pág, 390). que pueden demostrarse de manera similar utilizando la 
definicion de primitiva y la regla de Barrow. 

Por ejemplo, 


Гео Э f - Ss: fun = k f” t etcétera 


De acuerdo con lo indicado en la página 455, volvemos ahora al teorema det 
valor medio del cálculo integral y a sus aplicaciones. 


Ejemplo 1 


Encontrar el punto c correspondiente al teorema del valor medio del cálculo inte- 
gral si f: x — x° — 1 en el intervalo [ -1;3]. 


La longitud del intervalo es 4. Segun el teorema; existe c'entre — + y 3 talque .. 
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Kc) = i f. (х? - 1) dx. 

E 0-9] 7 
lc) = 4 = c3- 1 = 4= с = V8 Además, -1« 3⁄5 < 3. 
Ejemplo 2 


Calcular el valor medio д de t: x — х? en el intervalo [ — 1; 4], y encontrar un 
punto c e(—1; 4) tal que с) = y. 


4 2 x? ja 64 , 1 65 
xtdx = ——| = — +— = —. 
J. 3 1-1 3 3 3 


Según el teorema, el valor medio se encuentra dividiendo el valor de la integral 
por la longitud del intervalo. i 
1 65 13 2 
ult = ——— = — = 43. 
Resulta ye ңа PH 3 3 
Para encontrar el punto c observamos que: 


c cl E o M INN 
f) = — => с =— |> lel \/ S = 2,08. 


Descartando el valor negativo, pues no pertenece al intervalo dado, obtenernos 
4 / 13 
© = ——, 
3 


Ф El valor medio н = 3 


b-a 


1 ° es la “media aritmética" de los valores de f en el 
a 


intervalo [а; b]. 
Para justificar esta denominación, recordemos que se llama media aritmética de 


n nümeros Уу, уг, Ys, -- +. y, al valor 3 Уу t Ys tYa — ...... = yn). 


Ahora bien, consideremos una subdivisión P del intervalo [a: b] en n subinter- 
valos de igual longitud h. En cada subintervalo elegimos un valor de f y lo multiplica- 
n 
mos por h. Obtenemos asi la suma S f(x ) h. Esta suma es una suma inferior de f en 
Ч ..1 
[а; b] si f(x;) es el valor minimoen[x _ ,;x,]; una suma superior si Їїх,) es el máximo, 
о una suma intermedia si f(x,) es un valor cualquiera. Cuanto menor es el número 


positivo h, la suma correspondiente es una mejor aproximación de la integral Ї f, 
. а 


by f(x) h 


Viendo que n h es la longitud del intervalo [ а; b], el cociente “ОТТЕП = 
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Y (х) 


n 
aritmética de ios valores elegidos. 

En el ejemplo anterior, si dividimos [ —1; 4] en subintervalos de longitud 1, obte- 
nemos la subdivisión Р = [- 1:0: 1; 2:3; 4]. 

Eligiendo los valores f(0) = 0,f(1) = 1.f(2) = 4, {3) = 9yf(4) = 16, 


es un valor aproximado del valor medio de f y es a su vez 1a media 


hp = VO 144 9 (16) = up = 6. 


А : jog Б А 
Para subintervalos de longitud * si además de los valores anteriores calcula- 


м) - 140) - 1) $4) - 0) 2 


obtenemos ир. = чє (530 + =) = Mp = 5,125. 


Para valores cada vez más pequeños de h, los números que se obtienen se 
aproximan cada vez más al valor medio 4,3. 


$ Valor eficaz 


En algunas aplicaciones interesa el valor que se obliene considerando el valor 
medio del cuadrado de la función, 


Su raiz cuadrada positiva suele llamarse "valor eficaz" de la función: 


ху Т? 
a = { 
t gal 


En especial se utiliza el valor eficaz para funciones periódicas cuando la longi- 
tud del intervalo coincide con el periodo, 


Aplicación 


Hallar el valor media y el valor eficaz de F x — sen x en [0; 22]. 


io XM fi зеп хах s ЫЫ —CcOS X è? a o. 
Valor medio: p = yep "а Сун ( ) Я 


Valor eficaz: a? = Е f; аваг хх ú = |" 1082 de = 
0 2т 2 


^ 


23 Ё 27 1 
c år 27 


Le mas) 


Luego, @ = =, 
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EJERCICIOS 


1) Evaluar las integrales correspondientes a los ejercicios de la sección 1. es decir: 


a) Ї 4725 -х8 5) T: (x? — 1) 
c) I (x? + x) d) J: (x? — 7x + 2) 
f f (x? — 6x + 10) 9) | (2х + 1) + Í x- ax + 9 
) Ји 
+ 


J ? 


г 
a) f. < b f! -axa 


с) Ї Ls +1) d) 5 x (V X - 3) 


S joo) о fee 


9) Г, vx-2 h) {ле n 
^ f vm y ft A 
ю f, х-л ig тт 
x 
m) d (х? + 3x?) n) f. (e* x) 
ü 


г) dE sen? (5x) s) a +5) 


3) Hallar el valor medio y de cada función en [a; b] y hallar c € (a; bf fic) = д 


f: x— х? en [0; 4] g:x— ух en[0;4] 
1 
h: x — ——— en [0; : т а БИ 
ЕГЧ 10:11 ucc en [0; 1] 
г.х — 3x? — 2x - 5 en [0; 2] S: х : 
: сев 1;0] 


4) Hallar el valor eficaz de f: x — sen? x en 10: >]. 


AR 1 


eV. Integrales impropias 


А! dar el concepto de integral según Riemann, hemos exigido que la función 1 
considerada estuviese definida y acotada en un intervalo cerrado [a; b]. 

Si se elimina alguna de esas restricciones impuestas a la función o al intervalo, 
se puede generalizar la idea de integral definida mediante las llamadas integrales 
impropias. 

La teoría de integrales impropias presenta gran similitud con la teoría de las se- 
ries y no será estudiada en este texto, Daremos a continuación solamente una idea 
sobre las integrales impropias de primera y segunda especie. 


1) Integrales impropias de primera especie (intervalo infinito) 


Consideremos la función f: x — e * para х = 1. 
La función f es integrable en cuaiquier intervala [ 1; b], o sea, para cualquier nú- 


mero real b = 1 existe la integral (propia) js 
1 


Resulta f^ e * = (-e ") EU RR Lee E, 
1 1 e e 


Si consideramos la función integral F: b — Ї "е * la función F tiene límite finito 
1 
para b + =, 


En efecto, es lim E e™ = lim (4---) Л: 
— "1 н—— x е e е 


En este caso, entonces, existe el límite finito lim T 5 e" = — 

be rx Jà 

El símbolo fe * se utiliza para representar el límite anterior y se dice 
à 


que esta Integral impropia de primera especie converge al nümero Í 


. 


: š b : 5 
En general, entonces, si existe la integral T f para cualquier número real 


b = a, el simbolo f. "*f sellama integral impropia de primera especie de la fun- 
a 


ción f en el conjunto no acotado [a; +=). Si existe el límite finito Jim T f = A. 
ч, а 


= += 
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la integral impropia mencionada converge al número real A y se acepta la siguiente 
definición: 


7 im Pra 
а Briz a 


Si el límite indicado es infinito, la integral impropia es divergente, y si no existe 
dicho límite, la integral impropia es oscilante. 


: b i Ж ; 
En forma análoga se define Ї f = lim f, si este limite existe. 
7 roe gen y 


2) Integral impropia de segunda especie (integrando infinito) 


Consideremos ahora la función f: x — en el intervalo serniabierto a de- 


v 5-—X 
recha [4;5), y observemos que f no está acotada en ningün entorno del punto 5. Por 
otra parte, si c es cualquier número real tal que 4 = c < 5, ! es integrable en el in- 
tervalo cerrado [4; с]. 


Sea la función integral F: c — qe маш 
4 м 5 -Х 


Es F(c) = j = = (-245-5), - -2У5-0-241. 


Si buscamos el limite de los valores de F a izquierda del punta 5, es 


lim Fc) = im. (-2v45=0+2) = 2 


с—5- 
En este caso el símboio Ї 7 
4 


cie, pues f no está acotada en ningún entorno ав! punto 5. El punto 5 es un punto 
singular de la función f, 


El número 2 es el valor de la integral impropia mencionada y se defina: 


5- 1 ; 
j == = tim | -4---2 
4 45-Х e—5- 4 №5 х 


f designa una integral impropia de segunda espe- 


En este caso la integral impropia Ї : f es convergente, 
4 


En general, entonces, si la función f està definida en el intervalo semiabierto а 


derecha (a; b), si existe la integral E f para cualquier número real c tal que a = c < b, 
a 


y Si lim Hx) = z,elsimbolo J. f se llama integral impropia de segunda espe- 
x- D- a 


cie de la función f con punto singular b. Si existe el límite finito lim Je f = А, 
a 


cb 
la integral impropia mencionada converge al número real A y se acepta la siguiente 


definición: 
fisi. "f = A. 
а ec=b a 
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intervalo semiabierto a izquierda 


Análogamente, si la funcir ! Í está definida en el 
9 f para cualquier número real c tal que a < c = b, si 
€ 


(a; b], si existe la integral ) 
y si existe el nú- 


a es un punto singular de la función f, o sea, es m f(x) = =, 


mero real À = lim, í Н f, se define: 


coat r 


f t= im Вр = A 


a” c—atl c 


1 
Si se considera la tunción f: x — n en el intervalo (0; 1], el símbolo 15 Ї 
Х 


corresponde a una integral 


L о, y Si с ез un número real tal que 0 < c = 1. 


En efecto, es lim |—— = 
K— 21 v x 


la función 1 es intecable en [c; 1] y es 


1.2. A = 2-2 V. 
с x x 
Resulta lim Je аа lim {2 – 23/6) = 2. 
с-» 0 + e Y X t= Dt 


Чэ 1 
Por definición es 19 — = 2, 
0+ YX 


EJERCICIOS 
Indicar si convergen las siguientes integrales impropias: 
1 
+= -x +» 1 3} ЇЕ A EE 
1) f xe 2 |! z T 
A ЭРЭ вае 
4 f; xx 5 fr ра еб 
+= In X ке 1 9 ес С. 
ns «on sj sr fL 
- 1 
E OU += 1-3) 12) 0 
10 з= 11) xe Ms d 
flv E f 1 
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impropla de segunda especie con punto singular 0. 


8 1 e 

13) f^ Foyer м f^ а [сс 
16) f^ 2 17) {a yF 18) ЇР 1 

: ° vb-x 


Vi. Aplicaciones geométricas de la integral 
1) Cálculo de áreas 


a) En coordenadas cartesianas 


Бы тра рЫ picos intuitiva de área de un recinto de ordenadas dada al 
(100, si f es una función no negativa, conti i : 
ев natural dar la siguiente definición de área: ilis en EM 


AE (1). 


i | 1 | iv y 


1 ' ра 


a ВИ. (2). : 


. 
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А = fos fens- fr 


Obsérvese que si una función continua en un intervalo [a;b] alcanza en él valo- 
res de signos contrarios, la integral definida está dada directamente por la regla de 
Barrow, pero esta integral sólo da una suma algebraica de áreas, que no corresponde 
а la idea geométrica de "área no negativa o absı luta". 

Consideremos, por ejemplo, la siguiente integral: 


$7 senx = (-cosx) |" - - 0082т + 0050 = ~ 1 +1 = O. 
0 


La integral vale O porque el área entre 0 y 7 es 2 y entre т y 2 77 es también 2, 
pero la función es negativa. | 


Luego, cuando se trata de calcular el área, se buscan las intersecciones con el 
eje x y se aplican sucesivamente las definiciones (1) y (2). 
En el ejemplo anterior el área correspondiente a la sinusoide entre 0 y 27 es: 


A = 2 p senx — 2 (сов х) |" = 2 (-С05л + cosQ) = 2.2 = 4, 


En general, 


Ejemplo 


Calcular el área de un circulo de radio г. 


Luego, debe calcularse la integral A = 4 N rf — 37 dx. 
ü 


Para resolverla conviene recurrir al método de sustitución de variable hacien- 
do x = r sent. | 


: Пе “oy соп га regla de Barrow, basta calcular una primitiva cualquiera de 
A л luego restar los valores correspondientes a los extremos del intervalo 
de integración. Pero al efectuar el cambio de varizble es necesario cambiar los límites 
de integración considerándolos respecto de га nueva variable. 

Sisehace x = r sent, para x = r es г = r sent, sent = 1 


1 = arcsen 1 (en el primer cuadrante). j| 
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Luego, si x = r es 1- 


l 
нь 


Si x = 0 ез 0 = rsent, 5601-0 y t 
Osea,s x20 es 1-0. 


Además, dx = rcostdt. 


Porlo tanto, А = 4 Je t5 X - sent costdt = 4r? T cos?tdt = 
0 D 


r 


4r? 13 100521 + = °F 1: (1-00521) dt = 
D 2 0 


E л sen = веп 0 
-2r (z. E ME 
kc o Aa um 2 


H 


2 sen 2t 
2r (1+ 252 ) 


= pr 


Área entre dos curvas 


Si se desea hallar el área del recinto comprendido entre los gráficos de dos 
funciones continuas, basta efectuar la resta de las áreas correspondientes. 


Il 


А = fr- fo ши 


Ejemplo 1 


Hallar el área del recinto sombreado en la siguiente figura: 
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Deben buscarse pri 
primero las | : 
curvas. abscisas de los puntas de intersección de ambas 


En este caso, а = O y b=1 


Luego, A = i5 (09-900) = f' tx e) - 
'0 


- (t <" s) -2- 
3 3 /Ю 3 
Ejemplo 2 


Area del recinto sombreado en !а figura: 


Ї Х-» - x? T B 
Ф4Х-х - 4 
Los puntos de intersección tie- 


nen abscisas que satisfacen 
ambas ecuaciones. 


Luego, para esos puntos se verifica: 


2 = n E 
Es 2 * AMV ++ 12 > 


X + x-— 1 
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Luego, a=-4 '· b = 39 

- s үй: - - = 3 (4254-19) = 

A [Ез ка - (к- 4] = |? Ce -х- 12) 

f to x | - 9-2. pe лаан 5 

-(-4 + 12x)| S dia 7 t 48 

. 8 área (В) = 1 f? 2 1 р 

URS i z J, (1 + соз)? dt = — f (1 + 2cost + cos") dt = 
1 opi 

b) En coordenadas polares = — 1 + 2cos t + 1.7 cos 2t Ж 

51 — a - 


Sea В un recinto plano limitado por la curva C y los radiovectores r, y r;. 


т 


1 
= (t+2sent+ t+ c) 2 
2 2 4 a 


XA de 
8 
Ejemplo 2 


Área de !a región limitada por ! ; 
: а 
(lemniscata de Bernoulli). por PW Ханид da soon polr r= азил 


Consideremos que la curva C està asociada a la ecuación polar г = fit) con 
+ Etsi. 

El área del recinto В puede aproximarse mediante áreas de sectores circulares 
inscriptos o circunscriptos en А, correspondientes а subdivisiones del intervalo (t. 1, ]. 

Recordando que el área de un sector circular de radio r y ángulo central At 


es área (S) = i r? At, puede definirse 


área (R) = 4 Ts [ik]? dt con una justificación similar a la utilizada para coor- 
Ц 


denadas cartesianas. 


área (R) = 4 b 


323 2 : 
Í af cos 2t dt = 2а? ЇЕ 008210) = а? « 
Ejemplo 1 2 Л Ч asna | ° = az 


Calcular el área de la región limitada por el gráfico de la cardioide de ecuación La integral definida se utiliza también para precisar matemáticament 
: ente otros con- 


Pup OE oM x саа pág. 1201 Pen geométricos y físicos, como área y volumen de un cuerpo de revolución, lon- 
: g ^ 2 хүс, шоо gravedad, momento de inercia, etcétera. | 
aremos brevemente algunos de ellos, indicando intuiti 
ent n en forma intuitiva іаѕ 
razones que llevan a las definiciones dadas en cada caso, Para justificar correcta- 
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mente cada definición deben adaptarse los razonamientos efectuados al definir área 
de un recinto de ordenadas. = 


2) Rectificación de arcos 


` a) En coordenadas cartesianas ISS 


(A) 8936 


ї 


Ш 


Observando el gráfico de una función continua f, puede hablarse intuitivamente 
de la longitud del arco de curva comprendido entre los puntos [аЖа)] Sy ANA. 
de su gráfico. АЯА 

El procedimiento para definir юпаї Сав! Warg aN гараг ой Añfizado 
para definir área mediante la integral. (уота sb Bteasinmal) 

Para ello se considera una subdivisión del intervalo [a;b] y se forma la poligonal 
correspondiente a la misma uniendo mediate segmentos los puntos Py Py P»... Pu. 

Si se suman las longitudes de dichos! segmentos, .se obtiene la longitud de ta 
poligonal correspondiente inscripta en el afco considerado. ! 

Se define como longitud del arco de cufva al sufremo s del conjunto formado por 
tas longitudes de las poligonales inscriptas en g 

Si f tiene derivada continua en TaD, «хб 
[а а)) y [b:f(b)] tiene longitud: E 


>> 


jtéfico de f entre los puntos 


Se (^ A (1 [PONE dx. 


PI] 


Para esbozar la obtención de esta +ónfnula, considótemos una subdivisión cual- 
quiera Р = [хх х,;...;х„] del interval iab]. 
La longitud de uno de los segmentos que toman la poligonal inscripta se puede 
hallar utilizando la fórmula de Pitágoras. = 
› “ЕД = ЮМ eco 6 H + h = (R) ESĖ 


¿? 


4 
Бх Ба ebinitab 16109111 6.5 
mas ‚гфогй y гсоййзгпдар 201630 
gbavsig 9b опо (20215 SP бийр 
вїпэгпдгэла гогпәлаләбгпо2 
š oiainiled ael B nivei! Sup 290361 


застао vaidmsg 
+ ` Bis ... Ju 

X “Цх,) Ыш. 4590 

бин 


1777 


©! llamamos ds a dicha longitud, es: 


ds = Уб, - X, F ж [fx fx, Q^ = 
а 104) — Ha.) 12 
AE I. 
| Х,-Х, £ | Op = X-a). 


Aplicando el teorema del valor medio del cálculo diferencial (pág. 247) 


3c, € (х, Ste) т 40) — 1 1) 
Х,-Х,ү 
Reemplazando. 


dsa vir- [fie ix, — Xs. 1]. 


L : Е ! : 
a longitud de la poligonal inscripta correspondiente a la subdivisión P está dada 


por la suma > v/1 - че, JP (x, 


11 “Жу! 


Por hipótesis, f' es continua i 4 
аас y también lo es 41 + (8%, y, por lo tanto, es 


Se define la longitud de arco buscada como la integral correspondiente; es 
decir, s = de viH [{'{х)]* dx. 
a 
Ejemplo 
Calcular la longitud de la circunferencia de radio г. 


Si s esla longitud bu 2 ШЭ? ——— R 
9 эсап A f x 1 + [t'(x)] dx, donde 


f(x) = r^ -x? ir PB a] e 
s =.4 f VAT т=з 4 [f : d 
" r — x? 0 Иа a m X = 


2d Їй dx 
9 vr-x 


Se puede resolver la integral 
mediante la siguiente sustitu- 
ción: 

X — rsent. 
Resulta dx = rcosttdt, y los 


límites de integración son 0 y 
т à 
EK respectivamente. 
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ë  —costtot га. 
— = 4r | dt = Ar 0] 
ry i- sen't 


b} En coordenadas polares 


Recordando que f'(x) = Y, la tórmula obtenida para calcular la lorgitud de 
х 2 


un arco puede anotarse también 
S = f. x (dx)° + (дур. 


Ahora bien, si la curva C está dada en forma paramétrica por dos funciones g y 
h, ambas derivables en el intervalo [t;;t;} tales quex = q( a y = Пл, 5155, 
resulta: 


s = ]. | үө IAE а. 


En especial, si la curva C es el gráfico polar de una función f dada porr ~ fit), 
las ecuaciones paramétricas de C son x = fit) cost ^ y = №) sent (véase pag. 
100 ). 

Por lo tanto, dx = f'(t) cost – f(t) sen t, 

dy = f'i sent + f(t) cos t. 

Siendo ds? = dx? - буг. obtenemos ds? = [tib] (08. 

Finalmente. s = [^ х | 8012-1007 dt. 
п 


Una notación aceptada рага (1) = G es f, Con ella resulta finalmente una 


fórmula simple de recordar, que permite calcu'ar la longitud de un arco de curva deti- 
nida por su ecuación polar 


Ejemplo 


Calcular la longitud de una circunferencia de radio a cuya ecuación polar es 
F = а (а 2 01 


- p 27 E 
$- Т уа dt = af dt = 2та. 
0 4 


3) Área de superficies de revolución 


Si un arco de curva gira alrededor del eje x, barre una superlicie de revolución, 
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O Ox. a 


Por consideraciones análogas a las anteriores se 


diente mediante una integra! adecuada. puede definir el área correspon- 


A una subdivisión Cualquiera P del intervalo Га: b] se le puede asociar 
| AE ‚сото 
iia 2, una poligonal cuya longitud aproxime la del da 


а! segmentos de | [ 

la superficie lateral de un ( Sari 

de geometría elemental: longi 
Por ejemplo, para el subintervalo [xi 


1: X ], resulta: 
r à 
А = 27% ds — A = 254 Li a) f(x) 
2 ' 2 05. 
às 
г ra 
Fh = 12 B 
2 r 


Ahora bien, el valor 1) + f(x) i 

| 2 puede aproximarse por {{с;), siendo c, el 
punto medio del subintervalo [X 
que se obtiene. 


Osea, A = 27 (о) ds. 


1: x: ]. Cuanto mayor es n, mejor es la aproximación 
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ЭГ : oxi mediante 
Por lo tanto, el área de la superticie de revolucic OO ндардын 
la suma de las áreas de las n superficies laterales 4Ё los tronco . 
п 


Es decir, A, = Y 2х {с} ds. 
1-1 
Esto justifica, entonces, la siguiente g: "nición para el área de una superficie de 


revolución: 
A za IË pa хаа (fix) > 0). 


Resulta finalmente: 


Авах ` 10) V 1 ЊО ах 


Ejemplo 


i férica de radio r. 
Calcular el área de una superficie es р 
La semiesfera puede considerarse engendrada por la revolución de un cuarto de 


circulo alrededor del eje x. 


ИК o xe ат 
Es А = 2:25 EY x“. 1 + [G9] dx, 


ксы -Х 
donde (х) = мг -х y fix) = АГРО 
= A тээн шшде йты de 
А 4s f. x м2 x 0 


-4mr(x), = srr. 


4) Volumen de sólidos de revolución 


Repitiendo una vez más los procedimientos anteriores, se define mediante gs 
integral el volumen del cuerpo engendrado por un recinto de ordenadas al girar alre- 
dedor del eje x. 
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Aproximando el recinto mediante rectángulos, si se hacen girar dichos rectángu- 
los alrededor del eje x se obtienen cilindros de revolución. 

Elijamos rectángulos inscriptos y consideremos en particular uno de ellos, aquel 
que tiene como longitud de la base el valor (Xh — Xp - 1) y como longitud de ta altura 
el minimo de f en el subintervalo [Xs - 1%. ). 


El volumen del cilindro engendrado por este rectángulo está dado por la fórmula: 
V = n [т Р (x, — x, 1). 
E! volumen correspondiente al polígono inscripto considerado está dado por la 


suma D [mp F (xx — Xp - +). 


n=1 


Por definición, el volumen del sólido de revolución es 


v = | цор ах 


Ejemplo 


Calcular el volumen de la esfera de radio r. 


Vos fr ina E 


EJERCICIOS 
1) Área del recinto formado por f: x — x? entre 1 y 3. 
2) Área del recinto formado por f: x — YX entre 0 y 4. 
3) Área del recinto formado por f: x — 2 VX entre 4 y 9. 


4) Área del recinto formado por f; x — ч/2рх entre 0 yaQ. 
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А i i i ' EES + < = 1 
5) Área de la superficie interior a la elipse: 5 
à : 1 22 : x 
6) Área del recinto entre los gráficos de f; x — 2 x y gx 


7) Área del recinto entre los gráficos de f: x +4 —x y gixox!-4. 
8) Área del recinto entre los gráficos det: x = х-2 y 9:х — 2х - xê, 
9) Área del recinto entre los gráficos de f: x— x? - 4х + 1 y 4Х-,-Х-5. 
10) Área del recinto entre los gráficos de fx —^x y g:x— 6х - Хб 
11) Área del recinto entre los gráficos dex ^x - х? у 9х x. 
12) Área del recinto entre los gráficos дех VX у gx x". 
13) Área del recinto entre los gráficos dex —4 = x? y g:x—x-2. 
14) Área de la superficie limitada por un lazo de la curva de ecuación polar 
r = 2sen31 (05144). 


п 
15) Área de la superficie limitada por la curva г = t para 0 = 1 = 27 


16) Área de la superficie limitada por la cardioide r = a(1 + cos 1). 

17) Calcular la longitud de arco correspondiente al gráfico de f entre los puntos 
(0:0) у (48) si xx 5", 

18) Ídem рага x —2 Vx entre (00) y (12) 


19) Longitud del arco de curva definida paramétricamente por 
x = 5l 2 A y=2t+B A 15155. 


i = t). 
20) Longitud de un arco de la cicloide x = а(ї – ѕепі) ^. у a (1 - cost) 
21) Longitud de la cardioide г = a(1 + cost). 


i - 3.1 (0 (571. 
22) Longitud de la curva de ecuación polar г = sen 2 (0 х ) 


23) Área de la superficie de revolución engendrada por el gráfico de {х—+2\/х 
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje х. 


24) Volumen del sólido de revolución engendrado por el gráfico de fx x x 
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje x. 
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función continua f entre дав puntos. 


25) Volumen del sólido de revolución engendrado por el gráfico de 


tx d entre 
x 
1 y 3. al girar alrededor del eje х. 


26) Volumen engendrado por el gráfico de t: x –» entre -5 y -2, al girar 


alrededor сеї eje x 


27) Volumen del elipsoide de revolución engendrado por = pm 


а° p? 


= 1, 


28) Volumen engendrado par una onda de sinusoide (entre O ул) al girar alrededor 
del eje x. 


VIL Aplicaciones físicas 


La integral definida admite también aplicaciones físicas. Ver 
algunas de ellas, ya que los problemas físicos se resuelven 
diante integrales dobles, triples o curviline 
definiciones es sencilla si se considera a la 


emos brevemente 
más naturalmente me- 
as. Por otra parte, la justificación de las 


integral como limite (Cálculo 2, pág. 261), 
1) Trabajo 


Si una fuerza f, que actúa sobre un punto material, lo hace desplazarse a lo largo 
de una recta (eje х) entre dos puntos, el trabajo realizado se define W = Гло dx, 
a 


Ejemplo 


La fuerza requerida para estirar un resorte es proporcional al alargamiento y se 
necesita una fuerza de 3 kg para estirarlo 0,5 cm. ¿Qué tabajo se realiza para es- 
tirarlo 2 cm? 


fx) = kx. Según fos datos, para Mx] = 3 es x- 


Luego, 3 = k > = К о = 6 = f(x) = 6х, 


W= [в ак = Эх? l^ = 42 
1 n 0 


Teniendo en cuenta las unidades, el trabajo es de 0.12 kgm. 


2) Masa 


a) Unidimensional 


Consideremos un alambre que tenga la forma de una curva asociada a una 
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! | о 
Si el alambre tiene densidad constante р, su masa se obtiene multiplicando 0 Ро 
la longitud del arco de curva. 


CET sulta 
Osea, es М = p 5. Recordando que 5 = T / 1 (1 хүү” dx, re 
М = e f: Yi + (11319 dx. 
в 


> 
Si la densidad es variable, se define M = 1 р ds. 


b) Bidimensional 


i + n recinto 
Consideremos una lámina D, plana y delgada, que 2 s К Булчин p 
de ordenadas limitado superiormente por el gráfico de una fu sspe al 
negaliva. Si la densidad es constante porque la lámina està cons clin 
йылай небе la masa de la lámina es proporcional al área de la supe 
como el producto de la densidad por el área, es decir. 


b 
M = p àrga D = p | f(x) dx. 


ч 
Si la densidad es variable, es М = J: р fx) dx. 


3) Momento (respecto de un eje) 
a) De primer orden (estático) 


Ї | n 
Se define, para una partícula, como el producto de su Уран к Ai eg 
recta. Puede demostrarse, si se trata del momento de un A j bird sra 
éste по se altera si se considera una sola particula cuya mas мэл 
Ат localizada еп el centro de masa о centro de gravedad del sistema. 
А eral | homogénea, el centro de таза coincide con el centro geométrico. Ж 
jome ын un triángulo, es el punto de intersección de las medianas; en un rectán- 
gulo, el punto de intersección delas dione Se cono de masa de una 
Por lo tanto, 51 se trata de I Vicio Бар rss 
lámina que tiene la forma de un recinto de мон, ра лын, 
тикве эй айн 5 гол ER l En sp duin buscamos su 
Sea й depo, c, es l puro mad ; x,]. y elegimos como primer 
punto medio. Por ejemplo, c, es e! punto medio de [x.; x]. die dcin dil 
rectángulo el que tiene altura f(c,). Análogamente para 105 Ger 


ARn 


denada 4 


Рага el primer rectángulo, su centro de masa es el punto de abscisa c, y or- 
2 f(c,). Su momento estático, entonces, respecto del eje x, es el producto de 
su masa por la distancia al eje x. Ahora bien, el área es {с,) (x, - X3), la densidad 


constante es p y la distancia del centro de masa al eje x es 1 Кс. ). 


Luego, M, = z ftc.) - p Ic) (к, =x). 
distancia masa 


Osea M, = E | сү p Ах. 


Respecto del eje y, en cambio, la distancia del centro de masa està dada por с, 
y resulta M,, = c,pf(c,)Ax,. 


Haciendo lo mismo en cada uno de los rectángulos y sumando, obtenemos los 
momentos de la lámina formada por los n rectángulos: 


Mar = $ 5 [fic H? pax, A Ma, = y с,(с,)рАХ,. 


< 
171 pa 


La primera suma es una suma de Riemann para la función dada por 25 p 008 
y la segunda para px f(x). 


Por lo tanto, podemos dar las siguientes definiciones para los primeros momen- 
105 de la lámina mencionada; 


1 
M, -4 f опо о A M, = Л o: dx. 


Si se trata de los primeros momentos de una curva, pueden justificarse, de ma- 
nera análoga, las siguientes definiciones: 


М, -Г pyds ^ M, = f? ох. 


b) De segundo orden (inercia) 


Para los momentos de inercia, en lugar de considerar la distancia al eje, se 
considera el cuadrado de la misma, 


4) Centro de masa 


Recordando que la masa de un sistema se concentra en su centro de masa, se 
define al centro de masa como un punto de coordenadas (xa Ya) tales que 


M, =M X; ^ M, = M - yo 
таза distancia 


M M 
Por lo tanto, x. = TE ^ Yo = ЗАГ" 
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Ejemplo 1 


Hallar el centro de masa de un alambre, con densidad uniforme, que tiene la 
lorma de una semicircunferencia de radio 3. 


Por razones de simetría, es x; = 0, 


_ M, fíeyds _ fayds _ fayds 
Ta M- $ pds ЇЗ ds 5 
La longitud de la semicircunferencia es 5 = 3л. 
-X 
Además, f(x) = v9-x* > fx) = рын 


Luego, Ус = = ПЁ Hx) м1 + ШШ бх = 


—— 
: ! 3 — р dx = 
А а ya лаг [М0 АМ 1+5 
1 3 zn 
say [suec 


‚6 
Resulta {ху} = (o: =). 
Ejemplo 2 : 
Centro de masa de una lámina semicircular de radio 3 y densidad uniforme. 


1 
> Ја Р ОРЖ _ ‚ (o a 


M, TE 
Xa = 0 yc = M 1! p f(x) dx 2 ja f(x) dx 


Ac. 9 
El área del semicirculo es = т. 


41 3 (9-х2) dx 
Luego, ys = 9 


> 


1 3 2 
ZH asas 9—x*) dx => 
Yo 9r f. 
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= ys = 7 (* A) 


EJERCICIOS 


1) Trabajo realizado al estirar un resorte de 12 cm de longitud hasta 18 cm, Si se 
necesita una fuerza de 4 kg para extenderlo 1 cm. 


2) Centro de masa de una varilla de 30 em de longitud, cuya densidad es proporcio- 
nal al cuadrado de su distancia a un extremo, 

3) Centro de masa de un arco completo de la cicloide: x = ай - sen Da 
y = a(1— cost), recordando que su longitud es Ba, 

4) Centro de masa de la cardioide г = a(1 + cos t). 

5) Centro de masa de una làmina de densidad uniforme, limitada por el gráfico 
de fx—4 – х? y las rectas у= 0, x= -1. 

Б) Ídem para fx—Inx, х= 1. x-e, y- OQ. 

7) Ídem si la lámina está limitada por y = 2 - 3x? y la recta 3x + 2у = 1. 


VIII. Integración aproximada 


Al definir al comienzo de este capitulo sumas superiores e inferiores y demostrar 
sus propiedades, pudo observarse que los valores de estas sumas aproximan la 
integral, y que la aproximación es mejor cuanto más fina es la subdivisión. También, 
que la aproximación puede hacerse mediante sumas intermedias. 

Ejemplo 1 
En la página 441, para :x—x? - 1 еп [0:3], obtuvimos los siguientes resultados: 


Р = [01:23] = 5,0 = 8 a S,if) = 17. 


Р! 


H 


[01522 = 5,()- 8,625 л5,()- 16,125. 


Si elegimos una subdivisión mås fina Р”: 


FW а КРЕ ТРЕ Я - = 
P - | 25:52:29 | гэ 5,1) - 8,875 л Sp. (f) - 14.375. 


13:-2:5 3 
Si calculamos la integral, resulta | (x^ + t1) dx = (= ] 2 12 
0 


En general, la aproximación mejora si se considera, para cada subdivisión, el 
promedio de la suma superior y la inferior. 


En nuestro ejemplo, para P: 5 (S, + 5) 12,5, 


483 


para P": L (S, = Se ) 


il 


12,375. 


para Р“: i (Si. + Sp) = 12125. 


Si aproximamos la integral de esta última forma, podemos, en cada caso, acotar 
el error cometido. 


i . 2022 
En efecto, sabemos que VP: Sp = i = Sp. 


А T. А 
Si restamos el número т (Sp + Sp), obtenemos: 


mn 
T 
t 
m|- 
15) 
т 
| 
ю|- 
100 
т 
IA 
— 
с 
| 
ю|— 
mi 
ч 
4 
Ф 
нэ 
I^ 
слі 
"D 
n|- 
(1 
о 
1 
n|- 
100 
h] 


loz : 
Ї 1 — i no su- 
El error cometido, entonces, al aproximar la integral por 2 (S; S.) 
TWO 
pera al nümero 7 (5, - Sp). 
1 2 
En el ejemplo, para P: €, < — (17 - 8) a Є, 4,5 


2 


para P": €, < 1 (16,125 - 8,625) = €, < 375. 
para P": €, < 5 (14,375 - 9,875) e» €, < 225. 


Ejemplo 2 


Sea: [x—v 1- x? еп[01]. 
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Consideremos una subdivisián regular P de cuatro subintervalos, cada uno con 
А : 1 
la misma longitud T 


Como f es estrictamente creciente en 10:1], en cada subintervalo (х, ix]. 
f(x,.,) es el minimo absoluto de f y f(x.) es el máximo absoluto. 
Luego, 


sip) o0 0) 

5213-09-30) д 
5-5 apos) + 2(2) a) +00] 
7552 - + [2 (o +40) - 4(2) (з) + (2)] 


En la última expresión puede observarse que los cálculos se simplifican porque la 
función es monótona y los subintervalos tienen la misma longitud, 
En este ejemplo, 


1 T iub -5 85 342 бт 
— + = — mE „х: — — 0-8 Е -a =» 
2 (Sp + S.) i |: ( ` 2) 5 i : | 
i 05 + 0,707 + 1,008 - 5,061 + 1,192) 
= 1117 


Ahora bien, muchas veces no es simple o no es posible encontrar los extremos 
absolutas de la función elegida en cada subintervalo de una subdivisión, En ese caso 
pueden utilizarse sumas intermedias. 

Estas sumas intermedias aparecen sencillamente si se aproxima el área det re- 
cinto de ordenadas mediante sumas de areas de trapecios en lugar de sumas de 


áreas de rectángulos. Este método se conoce con el nombre de "regla de los tra- 
pecios". 


Regla de los trapecios (aproximación lineal) 


Sea f una función continua en [a;b] y P una subdivisión regular en aubintervaloa 
de longitud h. 


Para el intervalo [x, ,:x,|, el área del trapecio asociado-e« 


A, = 5 h [х ,) + к) 


\ 


—————— ÁS Y 


Para la suma de áreas. oblenemos: 


h S [f etx] 


1-1 


M 
> 
і 
m|- 


iz1 
NUR 3 h (fo) 21(,) - 2106)... 2х, х, )] 


T 
Ф 
= 
[s 
ж 
© 
' 
Li 
х 
2 
I 
to 
i 
= 
x 
„ә 
и 
m 
1 
nm 
= 


i h [f(a) 2f(a--h)- 2(a «2h... - 2 (a {n - 1)Һ) +10). 


c 
Ф 
à 
° 
M- 
> 
il 


O bien, S A = h EX о) iwl. 


-1 " 


En realidad el método consiste en aproximar, en cada subintervalo, la función f 
por una función lineal. 
Por lo tamo, regia de los trapecios: si f es continua en [a;b], entonces 


Tot ~ "[z арч - Y чаг | An dw 
a тал 


Puede demostrurse que si f tiene dervada segunda en el intervalo, tal que 
Vx: 1 4х)| < A, ertonces el error que se comete al e^roximar la integral es 
. Ah*ib-a) 
E — 
12 


Ejempio 1 


Aproximar, según la regla de los trapecios, Ї (xt - х) бх con n = 4. 
a 
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Para acotar el error, f'(x) = 4x? +1 > f(x) = 12x? 


€ = = (zy 2 = € = 2, 


En este caso podemos obtener el valor exacto por integración: 


f (x* + x)dx = (E 2 X) 


Ejemplo 2 


Ë 32 
сирэ + БЭ 
à 5 


5 Аргохїтаг рог regla de trapecios el área del recinto limitado por 
eiectuaron las siguientes mediciones en puntos equidistantes: 


0 20 40 60 80 100 120 


2 


ХА = 20 (T 03 45 1 30, 35. 40) = 20-150 = 3000. 


= "ху = 


la curva C, si se 
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Regla de Simpson” (aproximación parabólica) 


Este método consiste en aproximar el gráfico de una función continua Í por arcos 
de parábolas en cada par de intervalos. Cada una de esas parábolas se determina 
mediante las tres intersecciones de las ordenadas con la curva. 


En primer lugar consideramos una subdivisión regular P en un número par de 
subintervalos, о sea, Р = (Xy: Xy: X4; i Xp] con n = 2m. 


En [X,; х, | queremos aproximar la curva asociada a 1 mediante una parábola de 
eje vertical a la cual pertenecen los tres puntos no alineados Ас, A, y Аз. Sabemos 
que dicha parábola es única y su ecuación está dada por un polinomio de segundo 
grado. 

El área del recinto limitado superiormente por dicha parábola se obtiene inte- 
grando el polinomio correspondiente en el intervalo |x.: х, |, Esa integral dará un 


valor aproximado del valor exacto 1, Ч *2 f(x) dx. 


хо 

Para facilitar los cálculos elegimos un recinto congruente con el anterior, donde 
el intervalo, también de longitud 2h, está centrado en el origen. El área de este recinto 
es la misma del recinto inicial. 


* Thomas Simpson (1710-1761), matemático inglés, miembro de la Sociedad Real de Londres 
y autor, entre otros, de tratados sobre probabilidades, álgebra y geometria. 
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WX 


SS 


ANNNNNNNNNNNNNS 


"EN 


lI 


i (ax? + bx + c) dx 


2 (2ah* + 6c) — (1). 


Como ( - hif(x,)). (0:(x,) y (hi(x,)) son puntos de la parábola, se verifican 
simultáneamente las siguientes ecuaciones: 


a(-h) + b(-h) + c : 


1 


аһ? + bh ~ c 
Sumando (2) y (3): 
хо) + f(x,) = 2ah? + 2с = f(x) + f(x,) = 2ah* - 2t(x,) 


e: f(x) + f(x;) — 21х,) | 


Reemplazando en (1) obtenemos: 


WES D (0) - f(x) - 21(x,) - 6f(x,)). 


i (05) = 4.) + Úx). 


De la misma forma pueden aproximarse las áreas de los demás госїїмон. Ав! 


o) + 4Hx,) 1 f(x.) 


- ЇГ f(x) dx = + (tx, 2) — 40.) + fx). 


n-2 


Sumando, 


т 


Y la 2 (too) + а) + 208) + 406) - 2060 +... afin, n fis). 


Цаа 


Simplificando la notación: 
b h : 
(р Қх)дх = 3 (yg + 4у, + 2у„+8уу + 2Y At 2у 9 7 нэл 


O sea, alas ordenadas de los extremos del intervalo se les suman las ordenadas 
de índices impares multiplicadas por 4 y las ordenadas de indices pares multiplicadas 


por 2. La suma así obtenida se multiplica por i 


Puede demostrarse que, si Vx є [a;b] 3f"(x) con f'"(x)| < A, el error del 
4 


valor que se obtiene es € < Ап (b — а). 
180 
Ejemplo 1 
Aproximar mediante la regla de Simpson | = f ? (x* + x)dx рага n = 4 (véase 
0 
рад. 487). 
1 9 105 
has y, = 0 nc RE y272 y. = 16 y, 7 18 
1 9. 105 e 
= (0+7 4 + 5 + 18) = 84167 
" 24 1 1 
f"(x) = 24x "Ч (х) = 24 = € < ET con 
0 SE DM 180 ХА inan 


Ejemplo 2 


: 1 
Аргохїтаг d^ =: dx a) por regla de trapecios y b) por regla de Simpson, 


con n = B. 
Para ambas reglas necesitamos conocer los valores de f en los puntos de la 
subdivisión indicada. s 


paa 


СИС 


a) Por regla de trapecios: 
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5 1 1 1+02 
f — dx = =] (E + 0,667 + 0,5 + 0,4 + 0,33340,2886 + 0,25 + 0,222) 


5 21 1 - q 
j. x dx = Ç (0.6 + 2,658) э | x dX = 1,629 = In 5 = 1,629 
f(x) = 1 => Р 1 2 
MS (x) — m > fx = ES = f'(x) = 2 si xe [1:5] 


Luego, € = 2-(2) 4 = € = = € < 02, 


E 
12 6 
El valor exacto es In5 = 1,609... 


b) Por regía de Simpson: 


5 1 1 
1 y 9 = ¿(1 - 2,667 + 1 + 1.6 + 0,667 + 1,143 + 0.5 + 0,889 + 0.2) 


15 J a= E 965 = In5 = 1.611 


х 

М) =-— = И) --2- > Mo) 24 si хє [1;5) 
24 EA 73 2 
(80 >) 4 --ы > € < 0033. 

EJERCICIOS 


1) Siendo fx — x^, aproximar Ї 5 t(x) dx aran = 
: (x) p 6 a) por regla de trapecios y 


b) por regla de Simpson. 


2) idem ЫЇХ-» 1 con n — 4. 
х+2 
: 1 1 
3) Aproximar 7 = 4 f, ELT А por regla de Simpson para п = 10. 


4) Aproximar In 3 y acotar el error, a) por regla de trapecios y b) por regla de Simp 
son, con n = 4, 


5) Aproximar por regla de Simpson (6 — dx con n = 4 
X. 1 


6) idem para Je ех dx con n = 6 
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7) Ídem para f" М1-37 dx con n = 10. | 


из c= ЭЭЖ umo cs. о авг 
т 6 Л 
8) Una curva continua pasa por los puntos (х,; f(x.) de la tabla siguiente: | би-7 c- == sina a = 228 
n 
v6 
4) 4 
; : PUE : Sección V 
Aproximar el àrea de la superficie bajo la curva a) por regla de trapecios y b) por 
regla de Simpson, 4 1) 1 2) dvergea +% 3) 6 4) 2 5) 3 6) 208 7) 1 
2 2e 
1 : ix 
RESPUESTAS A EJERCICIOS 81 9 = 10) divergea — 11) f f + T í = O 
х 0 
CAPÍTULO 12 : 
12) divergea + > 13) -6 14) r1 15) divergea + x 
Sección 1 x 
5 mE ex | 16) 10 d m /5 
1) 8, = 15 5, -22 8. = 11 + V24 S, = 12 + 4 V8 | ) т | CIS 
8$.7-2v6- V S, = 12 + 2 V6 + v3 i Sección VI 
2) S, = 7,825 5, = 17875 S, = 925 S, = 1525 1)20 2) ES 3) E 4) 22 МӘ ssa 82 
5 5 3 
3) 8,-8 5, = 20 Sy = 10625 § = 16625 dá N = 2 : 
Ч 2 1 832 9 10) 125 4 5.7 
4) 8, = -18 3, = -12 8, = -1675 Š, = -1375 3 2 gu Merge сүг 
Y. 25 1 9 т т? 3 B 
598,27 S,=32 3,-11 8,-2/ 1 YE 147 19-20 16) = та? 17) — ^10 - 
) S, > 5, р ; 2 3 48 ) 2 ) 2: (10 4/10 - 1) 
08, 224 5, = 32 5 25 ret 
zi 5 ? 18) V2 + In(1 +72) 19 44/28 20) ва 21) ва 22)2 
Sección IV 23) = (535 – 1) 2487 25) I 26) 127 
25 7 27 46 50 83 
=”  p12 LL yg pp = 
A ; al ds Sos 27) 22 ab? 28) = 
136 101 E _ 16 
Дар "HS. + AS NS реге Sección VII 
14 d ° = sx? 1 v2 2 m 
PA ioi zs 2v ES le. 1 nT 
ә — o 0-р Bj 4v3 = Kh ss alas ) 2700 (37 437 — 1) кат 
323 т 
m) 4 n) 1 04 8) 12 2) p = kx? x, = = ya = 0 
а non E 2225: 
3] Ти = 18 с = 2 x 9 һ = 5 e = — 
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15:17 1-6" е 1 4% 
B s) ө ( 4^ e ) n (r3 
Sección МИ! 
1) a) 73 b) 72 2) a) 0,697 b) 0,693 3) 3,1416 
1 1 
€ < — = Ё 
4) а) 1,117 12 һ) 1,100 € < 60 5) 1,080 6) 1.852 
Л 
7) 0,837 8) а) 8,5 b) 10 
Aceleración ............ 222 
acumulación, punto de .. 30 
adherencia ............ 39 
adherente, punto ....... 39 
aglomeración, punto de .. 329 
aislado punto .......... 39 
álgebra de derivadas .... 201 
de funciones ......... 87 
de funciones 
continuas ........... 172 
а ЗЕ ЕЕ Ауа 136 
da б6885............ 356 
ángulo entre dos 
CMV e 219 
antiderivada ........... 386 
апивїтг!!На ........... B 
aplicación física de 
la derivada .......... 221 
aplicación fisica de 
la integral ........... 479 
aplicación geométrica 
de la derivada .,,..... 213 
aplicación geométrica 
de la integral ......... 465 
aproximación de una 
UNC do ads le 310 
arco, longitud .......... 472 
Атев ena ET RE 434 
área en coordenadas 
cartesianas ..... .. 465 
área en cocrdenadas 
POLE ia tz 470 
area entre cos curvas ... 468 
área Superficie de 
revolución oia 474 
asintota horizontal ....., 157 
asintota oblicua ......., 158 
asintota vertical ........ 67, 156 
EL 7: 220048 98, 119 
axioma de continuidad ,. 16 
axiomas de cuerpo "re Г. 
axiomas de orden . 12 
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